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V or wort zur ersten Auflage. 


Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers 
in der Theorie der Wechselstrome haben sieh in den letzten Jahren 
erheblich gesteigert. 

Nicht nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorgange 
in Wechselstromkreisen, auch die graphisehen und analytischen 
Methoden zu deren Untersuchung sind wesentlieh erweitert und aus- 
gebaut worden. Die neueren Methoden finden immer mehr Eingang 
in die Fachliteratur, und die Not wendigkeit , sie sich anzueignen, 
bietet sich alien, die die Literatur verfolgen wollen. 

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr 
als nur gefiihlsmaBige Kenntnis der nicht stationaren Vorgange im 
Hinblick auf Uberstrome und Uberspannungen verlangt. 

In das erweiterte Gebiet in gedrangter, aber dennoch streng 
wissenschaftlicher Form einzufiihren, ist die Aufgabe, die das vor- 
liegende Buch erfullen will. Es wendet sich einerseits an den 
Ingenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden dienen. 

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Ein 
schrankungen notig. 

Als bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze voraus- 
gesetzt. Dagegen werden die fur das Verstandnis der Wechselstrom- 
erscheinungen erforderlichen Begriffe eingehend erlautert, um auch 
dem Anfanger in dem Gebiet die Einarbeitung zu erleichtern. 

Die jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache tech- 
nische Probleme ange wendet, und wo angangig wird auf Messungen 
eingegangen. 

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der MeBinstrumente, der 
Lichtbogenvorgange u. a. muBten ausgeschieden werden. 

Um die mathematischen Hilfsmittel auf ein moglichst geringes 
MaB herabzusetzen, wurden die Ausgleichs vorgange in Leitungen 
neu bearbeitet. Durch Beschrankung auf die verzerrungsfreie Lei- 
tung ist es moglich, ausschlieBlich die d’Alembertsche Losung der 
Schwingungsgleichung zur Behandlung aller Aufgaben zu verwenden. 
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Vorwort. 


Bei der Durehsicht des Textes und der Korrekturen war Herr 
Dr.-Ing. W. 0. Schumann mir in liebenswurdigster Weise behilflich; 
ich mochte ihm auch an dieser Stelle fur seine wertvolle Unter- 
stiitzung meinen besten Dank aussprechen. 

Zurich, im Februar 1914. 

A. Fraenckel. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 

Die Einteilung und die Behandlung des Stoffes sind bei der 
zweiten Auflage unverandert geblieben. 

Erganzungen erschienen in alien Kapiteln erforderlich, es seien 
erwahnt die Erweiterung der Superpositionsrechnungen, der Berech- 
nung unsymmetrischer Mehrphasensysteme, eine elementare Erlaute- 
rung der Besonanzerscheinungen bei Drosselspulen mit Eisen, die 
symbolische Darstellung von Ausgleichstromen. 

Obwohl andere als Kreisdiagramme in der graphischen Wechsel- 
stromtheorie nur selten vorkommen, schien es doch wunschenswert, 
auch auf das Vorkommen von Kurven hoheren Grades hinzuweisen 
und kurz zu zeigen, wie aus den Gleichungen eines Systems auf 
die Ortskurve geschlossen werden kann. 

Die Berechnung von Leitungsproblemen wurde an verschiedenen 
Stellen erganzt. Kurz erlautert wurde die Spannungsregelung durch 
Blindstrom. An die Untersuchung iiber die Genauigkeit des Ersatzes 
einer Starkstromleitung durch ein einfaches Kettenleiterglied schlieBt 
sich eine kurze Theorie des Kettenleiters , die u. a. zur Einfiihrung 
in die schon umfangreiche Liter atur iiber das freilich noch nicht 
vollstandig geklarte Verhalten von Spulen bei hohen Frequenzen 
herangezogen wird. 

Durch Kurzungen an anderer Stelle und etwas engeren Druck 
ist der Umfang des Buches nahezu gleich geblieben. 

Den Herren Prof. Dr.-Ing. F. Emde, Stuttgart, und Prof. Dr.-Ing. 
W* 0. Schumann, Jena, bin ich fur ihr freundliches Interesse und 
ihre wertvollen Batschlage sehr zu Dank verpflichtet. 

Baden (Schweiz), im Mai 1921. 

Alfred Fraenckel. 
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Krstes Knpitol. 

Einwel 1 Wwliselstrome. 

1. AllgomeineB, Definitions. — - 2. Krztmgung von einwolligen StrOmen. — 
Addition von einwelligen Strttmen. — 4. Mittelwert und Kffektivwert. — 
5. Die Leiatung oineB einwalligen Stromoe. 

1. Allgemeinos, Definitiowm. 

A Is WooIiHoUttromo bozoicshnot man allgomoin Strom©, doron 
Stark© und Iliohtung «ioh mit dor Zoit andorn. 

Woohaolntrom© im ongcron Sinn© Hind die per iodinohon WoohHol- 
atromo. I hr© Stark© und Kiohtung ilndorn «ioh period inch mit dor 
Zoit, und dor Strom hat jowoiln naoh Vorlauf oinor boHtimmton Zoit 
T wiodor dionolbo vStiirko und Kiohtung wio z,u Anfang. Dio Zoit 
T hoi fit dio Period o. 

Dio oinfaahnto pcriodiHoho Funktion int dio Sinunfunktion. Kin 
WoohHol«trom, dotmon Augonbliok«worto i nioh naah oinor Sinun- 
Hchwingung iindorn, hoiBt oinwoliigor Strom. Kr wird dargowtoilt 
<luroh dio Uloiohung 

i i m mi a (1) 

Dio Kinunfirnktion bowogt aioh ywiHohon don G-ronKworton ( t 
und L Dahor i«t i m dor grolite AugonbliokBwert, don dor Strom 
in oinor Poriodo jo oinmai in pomtivor und nogativor Kiohtung or» 
roioht. i m hoiBt dor Hdohntwort odor dio Amplitude. Dor vor* 
andorlieho Winkol a in (.11. i int, da aine yoitlioho Andorung vorliogt, 
dor laufondon Zoit t proportional 

tt -••<•••» to t ] tp , 

worin m und <p Korwtant© Kind. Dor Poriodo T ontnprieht oino 
Andorung doa Winkola a um Dahor int 

2 n to T. 

Dor ro/jproko Wort dor Poriodo T int dio Poriodonyahl in dor 
Sokundo odor dio Froquonz f\ folglioh 

2 Ttfvmm. 


t = 


Einwellige Wechselstrome. 

„ heiBt die Kreisfregnenz, Bie ist die PeriodenzaU in 2 - Setanden. 

■ • - <ia) 

Fig . ! sind” 1 die Augenbliotoert. des einwelligen Strong 

als Funktion der Zeit aufgetrage^ wi ukurlichen Wahl des 

Der konstante Winkel j hang^ w der GL la 

Anfangspunktes der Zeitzahlung ah. Fur 

i = i m sin<p, 

und die po.itive Halbwelle des Sttom.B b.ginnt znr Zeit 

£- 2 \ 
c a 

Diese Beziehungen gelten eben- 
so fiir Wechselspannungen. 

Die Frequenz f der in der 

Starkstromtechnik verwendeten 
Wechselstrome liegt fiir Lieht- und 
Kraftanlagen zwischen 40 und 
60 sek -1 , in Eluropa ist sie meist 
50 fiir reine Kraftanlagen mitunter 
25 * fiir Bahnen oft 15 oder 16 2 / 8 . 
Telephonstrome hahen Freqnenzen 
bis etwa 5000, und in der drahtlosen 
Telegraphic werd.n Fregn.nzen von mehrer.n Hnnderttansend m 
der Sekunde verwendet. 

2. Erzeugung von einwelligen Stromen. 

Die teohnisohe Erzengnng von Wech.eleMmen berulrt anf der 

deTlBebinngenen Ugneti.ohen Induction.- 
flusses ¥ in der Zeitemheit. ^ 

u ° = ~~u 

• r^"Te 

wie der Drehsmn una u nac b Bmde der 

(Korkzieherregel.) Die rechte Seite von Gl. 2 heiBt nacn * 

magnetische Sehwund. T .. ist die Um- 

8 Fiir eine geschlossene Schleife aus Imearen Leitern ist die U 

laufspannung (3) 
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Hierin sind i die Strome, B die Widerstande, e e eingepragte elektro- 
motorische Krafte (EMKe) chemischen oder thermischen Ursprungs 
in den einzelnen in Reihe geschalteten Teilen der Leiterschleife. 

In Wechselstromkreisen aind die eingepragten EMKe meist Null. 
Dann gilt 

(*) 

Der magnetische Schwund hat in linearen Leiterkreisen formell 
dieselbe Rolle wie die eingepragten EMKe. In diesem < Sinne spricht 
man von einer induzierten EMK. 

Der von dem Leiterkreis umschlungene InduktionsfluB bestimmt 
sich aus dem Integral der Normalkomponente der magnetischen In- 
duktion iiber die vom Leiterkreis umrandete Flache. Nun setzt sich 
ein geschlossener Leiterkreis zusammen aus den Leitern des Strom- 
erzeugers, den Ubertragungsleitungen und den Stromverbrauchern, 
jedem dieser Teile kommen Induktionsfliisse zu, ihre Summe ist der 
gesamte von dem Leiterkreis umschlungene FluB. 

Man kann die Teile fiir sich betrachten, indem man jeden fiir 
sich , zu einem Kreis geschlossen denkt. 

Im Strom erzeuger und anderen Apparaten bilden die Leiter 
Spulen aus in Reihe geschalteten Windungen. Der SpulenfluB ¥ ist 
die Summe der Windungsfliisse 0 V . Hat die Spule w Windungen, 
deren Flusse <P ± , ... <& w sind, so ist 

w 

i 

Umschlingen alle w Windungen denselben FluB so ist 

¥=w&. 

W wird auch als Kraftlinienwindungszahl bezeichnet. 

Die Anderung des umschlungenen Flusses kann in verschiedener 
Weise erfolgen: durch zeitliche Anderung des Induktionsflusses oder 
durch eine Anderung seiner Lage gegeniiber dem Stromkreis. Bei 
Yerschiebung in einer Richtung x konnen wir setzen: 

_d¥_ t*\ 

dt dx dt dt 

Das erste Glied rechts entspricht der Anderung der Lage bei 
unveranderlichem FluB, man nennt es die EMK der Bewegung. 
Das zweite Glied entspricht der zeitlichen Anderung des gegen 
den Leiterkreis ruhenden Flusses und heiBt die EMK der Ruhe. 

In elektrischen Maschinen treten oft beide Arten zugleich auf. 
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Einwellige Wechselstrome. 


Beispiel: s. Fig. 2 und 3. Eine ebene Windung wird in. einem 
homogenen magnetisclien Feld zwischen den Polen eines Magneton 
um ihre zux Richtung der Induktion senkrechte Achse mit gleich- 
formiger Winkelgeschwindigkeit gedreht. Die Windung, deren Enden 
mit Schleifringen verb unden sind, sei durch einen auBeren Wider - 
stand, etwa einen Spannungsmesser, zu einer Schleife geschlossen. 

Der umschlungene InduktionsfluB ist hier von dem Winkel a 
abhangig, den die positive Normale auf der Windungsebene mit der 
Richtung der konstanten Induktion S3 bildet. Er ist fur a = 0 am 
groBten und nimmt bei der Drehung in irgendeiner Richtung ab. 




Der Umlaufsinn, der sich nach der Korkzieherregel ergibt, ist 
in Fig. 3 fur die senkrecht zur Zeichnungsebene stehenden Leiter 
durch ein Kreuz (in die Zeichnungsebene hinein) und einen Punkt (aus 
der Zeichnungsebene heraus) angedeutet, er gibt die Richtung der in- 
duzierten EMK an. Sie ist in diesem Beispiel eine EMK der Be- 
wegung, da wir die Induktion zeitlich als konstant annehmen. 

Bei der Drehung andert sich der umschlungene FluB von seinem 
Hochstwert bei cc—O bis auf Null bei a — 90° : er durchsetzt von 
hier ab die Windung im entgegengesetzten Sinn, erreicht sein ne- 
gatives Maximum bei 180° und nimmt bis a = 270° auf Null ab, 
um bis a = 360° wieder zu seinem positiven Hochstwert zu wachsen. 
Einer Umdrehung entspricht eine voile Periode des umschlungenen 
Flusses. 

Die Anderungsgeschwindigkeit ist bei gleichformiger Drehung 
am groBten, wenn der umschlungene FluB Null ist, also bei a = 90° 
und 270°, sie hat jedoch in beiden Fallen entgegengesetzte Richtung, 
sie ist Null, wenn der FluB am groBten ist, also bei 0 und 180°, 
hier liegen die Richtungswechsel der EMK. 

Ist F die Flache der Windung, so ist 

93F cos cc == W m cos a. 

ist der Hochstwert des umschluneenen Flusses. 


2. Erzeugung von einwelligen Stromen. 
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a ) — sei die Winkelgeschwindigkeit der Drehung. Da einer 

Cb t 

Umdrehung eine Period© entspricht, ist co auch die Kreisfrequenz 2 nf. 
Es ist daher a — cot-{- cp, wenn cp der Winkel ist, den die Normal© 
auf der Windungsebene zur Zeit t = 0 mit der Bichtung der In- 
duction bildete. Dann wird 


W= 9} F cos (co t -j- cp) = cos (co t~{- cp) ... (6) 
dW 

— jj = a> ^ sin (w t + <p) = 2 7t f¥ m sin (cot -{-cp) . (7) 


Die Erzeugung einer einwelligen Spannung erfordert hiernach 
die sinusformige Anderung des umschlungenen Flusses. Der Hochst- 
wert der induzierten EMK ist 2 n f mal so groB wie der Hochstwert 
des umschlungenen Flusses. 

Wir rechnen im folgenden stots mit dem „praktischen u 
MaB system. Dann gibt 61. 7 die Spannung in Volt an, wenn 
der umschlung'ene FluB inVoltsekunden gemessen ist. (Dies© Ein- 
heiten sind 10 8 mal so groB wie die entsprechenden elektroma- 
gnetischen CGS-Einheiten.) Zur Erzeugung von 1 Volt bei 50 Pe- 
rioden in der Sekunde gehort ein umschlungener FluB von 1 / 314 Volt- 
sekunde oder 1 / 314 10 s CGS Einheiten. 

Die Hochstwert© des Flusses und der induzierten EMK treten 
zu verschiedenen Zeiten auf. Setzt man in Gl. 6 cos (co t -f- cp) 

( jjr \ 

co t — |— cp — {— — 1 , so entspricht dem um — groBeren Phasen- 

n T 

winkel des Flusses eine um die Zeit = — friiher beginnende 

2 co 4 

positive Halbwelle als bei der EMK. Der FluB eilt der EMK um 
eine Viertelperiode vor, umgekehrt die EMK dem FluB um ebenso- 
viel nach, s. Fig. 4. 

. Der Unterschied der Phasenwinkel zweier Sinuswellen heiBt ihre 
Phasenverschiebung. Die voreilende Welle hat den groBeren 
Phasenwinkel. Eine positive Phasenverschiebung bedeutet daher 
eine Voreilung und eine ne- 
gative eine Nacheilung. 

Im Gegensatz zum Phasen- 
winkel einer einzeln betrach- 
teten Schwingung ist die 
Phasenverschiebung zweier 
durch einen physikalischen 
Vorgang verkniipfter Schwin- 
gungen unabhangig von der 
Wahl der Anfangszeit und hat 
eine physikalische Bedeutung, 
bei dem Induktionsvorgang die, daB die EMK positiv ist, solange der 
FluB abnimmt, und negativ, solange er zunimmt. 
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3. Addition von einwelligen Stromen. 

Sind zwei Sinusschwingungen von gleicher Frequenz mit ver- 
schiedenen Amplituden und Phasenwinkeln gegeben 

«1 = «1 m Sin (« * + <Pl) % = a 2m Sin (® * + 9s)» 

so 1st ihre Summe eine Sinusschwingung von derselben Frequenz 

a = a i~\~ a ^— a m s ^ n ipt-\-cp). 

Zur Bestimmung von a m und cp bilde man die Summe fur die zwei 

71 

Zeitpunkte cot = 0 und cot — — - . Es wird 

u 

a m sin cp = a lm sin cp x + a 2 m sin 99, 
a m cos cp = a lm cos <p 1 -f- a 2m cos <p^ 

und durch Quadrieren und Addieren folgt 

<== a im + <m+ 2a i 1 n a 2 « COS (9 5 l— 9>a) • • • ( 8 ) 

ferner durch Division 

t a im sin <Pi+« 2OT sin (9) 

a i M cos 9 3 1 + « 2m cos '? 5 2 


JBei der Addition einer groBeren Anzahl Schwingungen faBt 
man erst zwei zu einer Resultierenden zusammen, dann diese mit 
einer dritten usf. 


Die physikalische Anwendung dieses Satzes 
ergibt nun folgende beiden Falle. 

1. Vereinigen sichmehrere Leitungen, in denen 
einwellige Strome gleicher Frequenz flieBen, in 
einem Knotenpunkt, so ist der resultierende Strom 
wieder ein einwelliger Strom von derselben Fre- 
quenz. 

2. Die Summe von mehreren in Reihe ge- 
schalteten einwelligen Spannungen gleicher Fre- 
quenz ergibt eine resultierende einwellige Span- 
nung von derselben Frequenz. 

eispiel: Ordnet man in der elementaren Wechselstrommaschine 
S. 4) zwei Spulen 1 an , die den Winkel /? miteinander bilden 



Fig. 5. 


B 

(Fig. 2 

(s. Fig. 5), so sind die induzierten EMEe 


e x = e im sin («> * + <Pj) e 2 = m sin (co * + 

worm die Phasenvoreilung cp x — cp 2 = ft ist, da die erste Spule der 
zweiten stets um den Winkel /5 voreilt. 
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Sind die Flachen der beiden Spulen gleicb groB, so ist e lm — e 2m , 
und die resultierende Amplitude wird bei Reihenschaltung nacb Gl. 8 






J 


e m = 2e im COsJ 2- 


Nach Gl. 9 wird die Phase der resultierenden EMK 

j 


tg(p-. 


sin <p x -)- sin (cp x — /?) 


tg 9 s ! — *g ' 


cos cp x -f- cos {cp — /?) B 

1 + tg^fcg^ 




cp-. 




Die resultierende EMK ist 2 cos \ {$ mal so groB wie die jeder 
Spule, sie eilt gegen die eine um | /} nach, gegen die andere ebenso- 
viel vor. 


4. Mittelwert und Effektivwert eiuwelliger Strome. 

Der Mittelwert der Sinuskurve iiber eine beliebige Anzahl ganzer 
Perioden ist Null, well der Inhalt der positiven und negativen Halb- 
wellen gleich groB ist, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat. 

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem 
GleichstrommeBinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene 
Spule im Feld eines permanenten Magneten schwingt, keinen Aus- 
schlag des Zeigers hervorzurufen. Er erzeugt nur schnellwechselnde 
Impulse nach beiden Seiten, denen aber das schwingende System 



meinen nicht fiir elektrolytische Zwecke, z. B. zum Laden von Ak- 
kumulatoren, verwendet werden. 

Bildet man den Mittelwert iiber eine Halbwelle, so erhalt man 
verschiedene Werte, je nachdem man den Anfangspunkt wahlt. 
Der groBte Mittelwert, den man fiir eine Halbwelle erhalt, ist gleich 
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der Hohe 'des mit der Halbwelle zwischen zwei Nulldurchgangen 
flaohengleichen Rechtecks (s. Fig. 6), diesen neimt man kurz den 
Mittelwert M(i). Es ist 

It 

2 

M{i) = ^Ji m smada = ~ i m = 0,6 3 7 i m . . . (10) 

0 

Am wichtigsten ist der sogenannte quadratische Mittelwert, den 
man dureh Bildung des Mittelwertes der Quadrate der Augenblicks- 
werte erhalt. Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist 

*’ 3 = »£ sin 2 cot = \im{ 1 — cos 2 a>t ) . 

Sie ist eine Sinuskurve von der doppelten Frequenz, deren Or- 
dinaten nie negativ werden sondern zur Mittelordinate § sym- 
metrisch liegende Halbwellen bilden (s. Fig. 7). Die Wurzel aus dem 
Mittelwerte der quadratischen Kurve bezeichnet man mit J . 

Es ist 


T 



J heiBt der quadratische Mittelwert oder der Effektivwert. 

Fiir die Sinuskurve ist also 

, . , Amplitude 

Effektivwert = -=:■ . 

V 2 


Technische Angaben iiber die GroBe von Strom und Spannung, 
fiir die z. B. ein Generator, ein Motor gebaut ist, beziehen sich stets 
auf den Effektivwert, weil man mit den gebrauchlichen MeBinstru- 
menten die Effektivwerte miBt. 

Die Leistung der Stromwarme eines Wechselstromes berechnet 
sich. mittels des Effektivwertes genau wie fiir einen Gleichstrom. 

Ein Strom i erzeugt in einem Leiter vom Widerstand R in der 
Zeit dt nach dem Satz von Joule die Warmemenge 

i 2 Rdt . 

% 

Die mittlere in der Zeiteinheit erzeugte Warme ist daher 

T 

0 


5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes. 
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Sie ist ebenso groB wie bei einem Gleichstrom, dessen Starke 
gleicb dem Effektivwert des Wechselstromes ist. EinHitzdraht-Strom- 
oder Spannungsmesser zeigt daher den Effektivwert an. Das gleiche 
gilt von einem elektrodynamischen Instrument, bei dem das Dreh- 
moment zwischen einer festen und einer beweglichen Spule gemessen 
wird, die von dem zu messenden oder einem ihm proportionalen 
Strome durchflossen werden. 

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltung einen dem 
Effektivwert proportionalen Ausschlag. 

Das Verhaltnis des Effektivwertes zum Mittelwert eines Wechsel- 
stromes nennt man nach Fleming den Formfaktor. Fiir die 
Sinuskurve war nach Gl. 10 und 11 


M(i) = 




daher ist der Formfaktor der Sinuskurve 



71 

2 V 2 


= 1,11 


( 12 ) 


Das Verhaltnis der Amplitude zum Effektivwert nennt man den 
Scheitelfaktor, er ist fiir die Sinuskurve V2. 

In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunachst der 
Mittelwert der induzierten EMK auf folgende Weise berechnet 
werden. Wahrend einer halben Periode andert sich der umschlungene 
FluB im Maximum von 4- 54 auf — 54 , somit um 2 54. Dividiert 

i w on 7 on 

man durch die halbe Periode, so erhalt man den Mittelwert. 

45 r 


Hieraus erhalt man die Amplitude und den Effektivwert 
e m ^M(e) = 2nf¥ n 


E — %M (e) 




5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes. 

Ein Stromkreis sei an eine Stromquelle angeschlossen, die eine 
einwellige Spannung erzeugt. Sie sei 

2 J = Pm sincuf - 

Der Strom, der sich in dem Stromkreis einstellt, sei 
4 = ^ sin ( cot — <p ), 

er habe gegen die Spannung die Phasenverschiebung <p. 
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Die Arbeit, die dem Stromkreis in der Zeit dt zugefiihrt wird, ist 
dA = pidt = p m i m sin cot sin (cot — cp) dt 
und die momenfcane Leistung 
dA 

— = pi = p m i m sin co t sin (co t - cp) = § f m i m [cos cp — cos (2 co t - 9)] . 

Der Augenblickswert der Leistung schwingt, wie die Gleichung 
zeigt und durch Fig. 8 veranschaulicht wird, mit der doppelten 
Frequenz um den Mittelwert cp. 

Die mittlere Leistung des Wechselstromes ist 


T 



0 


Da -%. = J, ~=i — P die EfFektivwerte von Strom und Span- 

V 2 V 2 

nung sind, schreibt man 

(13) 

Die mittlere Leistung eines Wechselstromes berechnet sich als 

Produkt aus den Effek- 
tivwerten von Strom 
und Spannung und dem 
Kosinus der Phasenver- 
schiebung zwischen 
ihnen. Sofern cp von 
Null verschieden ist, ist 
die Leistung kleiner als 
bei Gleichstrom, wenn 
Strom und Spannung 
Fig. 8. ebenso groB sind wie 

die Effektivwerte des 
Wechselstromes. Dies riihrt daher, daB die Augenblickswerte der 

Leistung, wie Fig. 8 zeigt, wahrend eines Teiles — jeder Halbperiode 

co 

negativ sind. Der Wechselstrom fiihrt wahrend eines Teiles jeder 
Halbperiode dem Stromkreis von der Stromquelle Arbeit zu, wahrend 
eines anderen Teiles gibt er Arbeit von dem Stromkreis an die 
Quelle zuriick. 

Bei einem Stromempfanger ist die zugefuhrte Arbeit groBer als 
die zuriickgegebene, der Mittelwert der Leistung ist positiv, dies ist 
stets der Fall, wenn cp kleiner als 90° ist. Ist cp = 90°, so ist die 
mittlere Leistung Null, sie ist negativ, wenn cp groBer als 90° ist. 
Dies entspricht einem Stromerzeuger. 

Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung wurde 
hier als gegebene GroBe angenommen, und nicht gefragt, wodurch 
sie entsteht. Hieriiber sollen die nachsten Kapitel AufschluB geben. 



Zz&kcos 


Zweites Kapitel. 

Selbstinduktion und Kapazitat in Wechselstrom- 
kreisen. 
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6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. 


D as Durchflutungsgesetz. In der Umgebung elektrischer 
Strome besteht ein magnetisches Feld. Als magnetische Umlauf- 
spannung V 0 langs einer geschlossenen Bahn bezeichnet man die 
Arbeit, die von den magnetischen Feldkraften geleistet wird, wenn 
ein Einheitspol auf dieser Bahn herumgefiihrt wird. 

0 


Diese Arbeit ist proportional der algebraischen Summe 
trischen Strome, die durch die Flache * 

treten, die von der geschlossenen Kur\re 
begrenzt wird, sie „durchfluten“. Die 
Stromrichtung ist wieder in dem Sinne 
als positiv zu rechnen, der sich dem Um- 
laufsinn der Randkurve zuordnet, wie die 
Fortschreitung zur Drehung einer Rechts- 
schraube, s. Fig. 9. Man nennt die Summe 
der Strome die „Durchflutung“ Fig. 9. 

Q = JEi 


der elek- 


\ 

$ 

/ 

t 


- 

y 


- 





/ 

1 

. 1 . 

£ 

\ 


und das Durchflutungsgesetz lautet 

^0=0 (14) 

Die magnetische Randspannung ist gleich der Durchflutung. 
Haufig gehoren die Stromleiter einer Spule von w Windungen 
an, die alle denselben Strom i fiihren, dann ist 

f$Q s ds = iw . (14 a) 

o 
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Die Induktion 58 und die mit ihr iiberall gleichgerichtete Feld- 
starke § sind durch die Beziehung verkniipft 

» = (15) 

/x ist die relative Permeabilitat des Mediums, eine Zahl, /u 0 die vom 
MaBsystem abhangige Permeabilitat des Vakuums. Im praktischen 
MaBsystem wird $8 in Voltsekunden/cm 9 , § in Amp/cm gemessen und 
es ist 

fx Q — 4 7 t 10 -9 Voltsek/Ampcm oder 4 n 10” 9 Henry/cm. 

Magnetische Energie. Der Energiegehalt eines magnetischen 

Feldes ist nach Maxwell fur ein Baumelement dv 

SB. 

dW m = dvf$dS3. 

0 

In Medien, in denen die Permeabilitat unabhangig von der Induk- 
tion ist, ist d = fx jli 0 d § und 

= ( 16 ) 

ist iiber das ganzeJFeld zu erstrecken. Um die Energie durch den 
InduktionsfluB und den ihn erzeugenden Strom z. B. einer Strom- 
schleife auszudriicken, zerlegt man das Feld in Induktionsrohren, 
die alle den Strom i umschlingen, von dem sie herruhren. Fiir ein 
Element dv einer solchen Rohre sei ds das Langenelement der 
Achse, df ihr Querschnitt. Langs jeder solchen Rohre ist /z /x 0 <q df — 
58 df der konstante FluB durch die Rohre und die Energie 

l%>df f §ds = \ < $dfi. 

o 

Die gesamte Energie des Feldes der einzeln betrachteten Strom- 
schleife wird durch Integration iiber alle Induktionsrohren 

w ^jh df=== J ¥ ’ (17) 

worin W (s. S. 2) der von der Stromschleife umschlungene In- 
duktionsflufi ist. Da er hier von dem Strom i allein herriihrt, ist 
er ihm proportional, solange die Permeabilitat unabhangig von 58 ist. 


Man setzt 

W=Li (18) 

W m = ~Li* (19) 


B ist der Selbstinduktionskoef f izient oder die Induktivitat 
des Leiterkreises. Es ist numerisch gleich dem umschlungenen FluB, 
den der Strom 1 Amp. erzeugt. Die Einheit ist 

1 Voltsekunde/l Amp. = 1 Henry (H). 

Der tausendste Teil davon heiBt 1 Millihenry (mH). 


6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. 
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Beispiele. 1. Eine Ringspule von rechteekigem Querschnitt 
(Fig. 10). Die Windungen mogen so dicht aneinanderliegen, daB 
der ganze InduktionsfluB im Inner en des Ringes verlauft, und jede 
der w Windungen den ganzen InduktionsfluB umschlingt. Aus 
Symmetriegriinden sind dann die Kraftlinien konzentrische Kreise. 
Nach dem Durchflutungsgesetz ist fiir einen Radius x 

Q x 2 Jix — iw 
- iw . 

r a 

/u,fx 0 wj ^ X adx=2iw 2 10~ 9 afj.j~ = 2iw t ajuln(^j 10~ 9 Voltsec. 

r i r i 1 

L = 2 to 2 a n In ^ 10~ 9 Henry , 

^ i 

worin ju als Konstante betrachtet ist. L ist dem Quadrat der 
Windungszahl w proportional. 

Istz.B.r i = 12,r a =15cm, a=10cm, jXCCnTTTTTx 

w — 300, /u =1 (unmagnetisches Medium) , 
so wird L = 2 • 300 2 • 10 • In || • 10“ 9 
= 0,4-10“ 3 H. Der Draht habe 2 mm 

Durchmesser. Ein Strom von 5 Amp. 5 

bedingt eine Kraftlinienwindungszahl 

2 • 1 0~ 3 Voltsekunden und der Energie- \vyy^^ 

gehalt ist W m — | • 5 2 ■ 0,4 • 10~ 3 = 5 • 10“ 3 
Joule. 

2. Eine Doppelleitung aus zwei pa- rWl “| 

xallelen Drahten vom Radius a im Ab- II' I I t 

stand D (Fig. 11). Die Leitungen seien [j j j 

isehr lang und an den Enden leitend j J 

miteinander verbunden, sie bilden so- 

’ Fig. 10. 

mit eine lange rechteckige Schleife. ' 

Der umschlungene InduktionsfluB setzt 

sich, wenn man von den Endverbindungen absieht, zusammen aus 
den Feldern, die jeder Leiter fiir sich erzeugt. Die Kraftlinien des 
Feldes eines Leiters sind infolge der Symmetric konzentrische Kreise 
nm die Leiterachse. Sie verlaufen teils innerhalb teils auBerhalb 
des Leiters. AuBerhalb des Leiters sind sie von alien Stromfaden 
des Leiters durchflutet, innerhalb nur von einem Toil. Fiir einen 
Punkt P im Abstande x von der Leiterachse ist fiir 


x^> a §'2 nx — i <q' = - 


x <i a §" 2 n x = 


^ 27za 2 ’ 
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wobei angenommen ist, daB der Strom sieli gleichmaBig iiber den 
Querschnitt verteilt. Die beiden gestrichelten Kurven in Pig. 1 1. 
zeigen die Feldstarken jedes Leiters und die Zusammensetzung gibt 
die Verteilung des Feldes beider Leiter in Fig. 12. Da die Leiter 



gleiche Fliisse durch die Schleife schicken, ist der FluB von einer 
Leiter oberflache bis zur anderen fur die axiale Lange l und ju — 1 
d n 

¥' =ju 0 2 j %)' l dx — J* ^-dx— 4liln 10“ 9 Voltsek. 

a a 


Im Inneren der Leiter sind die Kraftlinienwindungen fiir 
beide Leiter znsammen (fur ju = l) 

0 0 


F= IF' +¥'"== *7 


4 In — -f- 1 
a 


10 9 Voltsek. 


L = l 


4 In — +1 

a 1 . 


10“ 9 Henry 


Zwei Drahte von 50 qmm 2 Querschnitt, a = 0,4 cm, im Abstand 
D=100cm haben bei einer Lange von lkm = 10 5 cm eine In- 
duktivitat 


L — 10 5 


4 -In 


100 

0,4‘ 


1 


10~ 9 == 2,31 mH. 


Das erste Glied in der Klammer ist 22,1, der Anted des Feldes 
im Innern der Leiter an der Induktivitat ist nur 4,5 °/ 0 . 

Bei ferromagnetischen Medien kann von einem Selbstinduktions- 
koeffizienten nicht gesprochen werden, weil wegen der verander- 
lichen Permeabilitat keine Proportionality zwischen Strom und 
FluB besteht. Wie dort zu rechnen ist, wird in Kap. X gezeigt. 
Hier beschranken wir uns auf die Falle, fiir die L konstant ist. 



6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. 


Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. 

Andert sich der Strom in einem Stromkreis, so andert sich 
der von ihm erzeugte InduktionsfluB und die magnetische Energie 
des Feldes. Den magnetischen Schwund des Eigenfeldes 

_dW_ di 

dt dt 

nennt man die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. Das 
negative Zeichen sagt, daB sie der Zunahme des Stromes entgegen- 
gerichtet ist. Wachst der Strom in der Zeit dt um di, so nimmt 
die Energie des Feldes um dW m = d(^i 2 L) = iL di zu. 

Dem Stromkreis wird hierbei von der Stromquelle eine momen- 
tane Leistung 

dW ' . di 

™ = iL — 

dt dt 

zugefuhrt. Nimmt der Strom ab, so wird die Energie des Feldes 
kleiner, der Stromkreis gibt in jedem Augenblick an die Strom- 
quelle eine momentane Leistung zuriick: 

dW . T di 

- — iL — . 

dt dt 

Ein Wechselstrom steigt im ersten Viertel jeder Periode von 
0 bis i m , er speichert hierbei in seinem magnetischen Felde eine 
Energie | i 2 m L auf und entnimmt wahrend dieser Zeit elektrische 
Leistung der Stromquelle; in dem zweiten Viertel der Periode 
fallt er von i m auf Null und gibt die zuvor aufgespeicherte mag- 
netische Energie unter Abgabe von elektrischer Leistung an 
die Stromquelle zuriick. Findet im magnetischen Felde kein 
Energieverlust statt, so ist die mittlere Leistung in der halben 
Periode Null. In der nachsten halben Periode wachsen der Strom 
und das magnetische Feld im entgegengesetzten Sinn, fur den Betrag 
der Energie des Feldes ist dies gleichgiiltig: das Spiel der Energie- 
aufnahme und Buckgabe ist in jeder halben Periode dasselbe. 

Ein Energieverlust tritt hingegen durch Stromwarme in dem 
Leiter auf, er ist i 2 j E dt. 

Ist daher p die Spannung der Stromquelle, so ist in jedem 
Augenblick die Leistungsgleichung 

di 

pi = Ri 2 -\-Li^f (20) 

CL t 

Durch Division durch i wird die Spannungsgleichung 

p^Bi + L^ ( 21 ) 

Fur i == konst, fallt das zweite Glied rechts fort, die Gleichung 
druckt dann das Ohmsche Gesetz fur Gleichstrom aus. Hier ad- 
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. ^ zur Spannung der Stromquelle die selbstinduzierte Span- 
dlCrt S ]}a sie der Zunahme des Stromes entgegengerichtet ist, muB 
d^ueefiihrte Spannung in jedem Augenbliek nicht nur den Ohm - 
schen Spannungsabfall sondern auch die EMK der Selbstinduktion 
uberwinden. 


7 Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand 
und Selbstinduktion. 

Um den Strom zu berechnen, der sich unter Einwirkung einer 

einwelligen Klemmenspannung p einstellt, hat man Gl. 21 zu inte- 

grieren. Es werde hier zunaohst das partikulare Integral betrachtet, 
das den stationaren Zustand beschreibt, der sich kurz naeh dem 
Einsehalten einstellt. (Das vollstandige Integral wird in Kap. XIII 
behandelt.) Hierzu geht man am besten vom Strom aus. Es sei 
i = i sinmt, R i = jR i sin co t , 


J • 

L zl = oL i m cos co t = co L i m sin ( cot -f- 
dt 


somit 


p = Ri m sin co t -j- coL i m sin [ft) t -f- ■ ^ 

= p m sin (cot + 95). 

Die Klemmenspannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammen- 
gesetzt: Ri m smwt ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet 


den Ohmschen Spannungsabfall, coL i m sin [cot 


eilt dem Strom 


um eine Viertelperiode vor und ist entgegengesetzt gleich der EMK 
der Selbstinduktion. Nach Gl. 8 S. 6 wird die Amplitude der 

Spannung 

Pm = i m V-R 2 -|- co' 2 L* (22) 

und naoh Gl. 9 die Voreilung der Spannung gegen den Strom 

©I 


tg <p 


It 


(23) 


Die momentane Leistung ist 

r* pi = R i % m sin 2 ft; t -j- co L %; n sin co t cos co t 


cos 2 cot . coLil 


sin 2 cot. 


Der erste Teil schwingt mit doppelter Frequenz um den Mittelwort 
l Rim, derzweite um den Mittelwert Null. Die mittlere Leistung £s&f 

T 

= .... (2 4 ) 


N: 


T 

■Ipjpidt- 


7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand u. Selbstinduktion. 17 

worm J der Effektivwert des Stromes ist. Der Effektivwert der 
Spannung ist nach GL 22 

P = JYR 2 + cd 2 L* . , (22a) 

Die GroBe coL hat dieselbe Dimension wie ein Widerstand und 
heiBt nach Heaviside Reaktanz (Blindwiderstand). 

Das Verhaltnis von Spannnng zu Strom l/P 2 co 2 X 2 heiBt nach 
Steinmetz die Impedanz (Scheinwiderstand). Da R nicht immer 
gleich dem Ohmschen Widerstand ist, nennt man R den Wirk- 


widerstand. Zur Abkxirzung setzt man 

coL—X (25) 

Y P 2 -)- a> 2 L 2 = z (25a) 


In dem Beispiel Seite 13 war J L = 0,4-10“' 3 Henry. Fiir einen 
Strom von 50 Perioden ist coL — 2 n 50 *0,4 • 10“ 3 — 0,125 Ohm. 
Der Ohmsche Widerstand fiir 300 Windungen von 80 met Lange 
und 3,14 mm 2 Querschnitt (2 mm Durchmesser) ist fiir Kupfer 
(sp. Wid. 0,0175 * Ohm- mm 2 /m) 12 = 0,45 Ohm. Fiir J = 10 Amp 
wird P = 10 V0,45 2 + 0,125 2 = 4,66 Volt, t gcp = 0,278, cp = 15° 32'. 

Die Komponenten der Spannung in Phase und in Quadratur 
zum Strom heiBen 

P cos cp = J R die Wirkspannung, 

P sin <p = JX die Blindspannung o der Reaktanzsp annung. 

Sind andrerseits Spannung P, Wirk- und Blindwiderstand ge- 
geben, so berechnet sich der Strom 

-=£= 

YR 2 + (coLy * 


Seine Verzogerung gegen die Spannung ist wieder gegeben durch 


tgp = 


coL 

~R 


X 
R ' 


Der reziproke Wert des Scheinwiderstandes z ist ein Leitwert 
(Einheit 1 Siemens S), er heiBt Scheinleitwert (Admittanz) und 
wird mit y bezeichnet. Man kann daher auch setzen 

J=Py (26) 

Der Strom kann nun in zwei Komponenten zerlegt werden, die 
eine in Phase mit der Spannung, die andere um 90° dagegen 
phasenverschoben. Sie heiBen 

J cos <p—Py cos cp der Wirkstrom, 

J sin cp = P y sin cp der Blindstrom. 

Fraenckfil. WftfihflAlQf.rfimA o Anfl n 
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Dieser Zerlegung entspreehon dio Bozoichnuugon 

yoos cp = g der Wirkloitwort (Kondukfcanz) 
y sin cp=^b der Blindloit wort (SuBzeptanz) 
y = V'// J ~|~ f . 


Die Leitwerte stehen mit den Widoratiiadon in 


ziehungen: 





1 


B 

, x 


^ z 

G “ 

z- 

fc — 


1 

./?.-== 

£ 

Y _ h \ 


~ V 


f 

y l \ 


X b 


g 

x 

tang cp — • = — cos cp 

Ji g 

z 

y 

mn cp “ 

z 


folgondon Bo- 


(- «) 


h 

y 


• l-’H) 


Bei Reihenschaltung rechnefc man bosses mit den Widerntiinclon, 
bei Parallelschaltung mit den Leitwerton. 

Aus zwei Widerstanden odor Loifcworton ktmnen stats die 
iibrigen vier Konstanten bcroehnot werdon. Zur axparimonfcelleu 
Bestimmung ist die Messung dew StromoB ,/, der Spatmung P rind 
der Leistung N erforderlieh. 

Die Leistung ist 

N — PJoob <p — J* It ■ P 9 g , 


daher 


P 

Z ~J 

z = Vz* — P y 


N 

j 

b =--= vV" £/'■* • 


Das Produkt PJ ist maflgobend fur die magneiiseha und elide* 
triscbe Beanspruchung einer Maschine odor nines App&r&tan, deiiti 
der InduktionsfluB bestimmt sich aus der Spannung, niitih die lute 
lation der Leiter ist fur die voile Sp&nnung m bemesHen, wenn 
auch nur die Wirkspannung in die Leistung ©ingoht, ebenso inf der 
voile Strom fur die Bemessung das Loiterquarsehmits maflgelietnL 
Man nennt 

PJ die Seheirileistung, 

PJc o&tp dio Wirkleistung, 

PJ sin <p dio Blindleistung. 

In unserem Fall© einos induktiven Stromkreisas mi 
PJ sin cp — J* <oL = * i* m to L 

d. i. die Amplitude des infolgo der Selbsfcinduktiou sehwingendatt 

Teiles der Leistung. 


8. Kapazitat in Wechselstromkreisen. 
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8. Kapazitat in Wechselstromkreisen, 

Elektrisches Feld. In dem isolierenden Medium zwischen ge- 
ladenen Leitern besteht ein elektrisches Feld. Die Beziehung zwischen 
den Vektoren des elektrischen Feldes und den Ladungen ist durch 
den GauBschen Satz gegeben: 

Der VerschiebungsfluB durch eine geschlossene Flache ist 
gleich der von der Flache eingeschlossenen Ladung 

fa n df=q . (29) 

Die Verschiebung und die mit ihr iiberall gleichgerichtete 
Feldstarke ® sind durch die Beziehung verkniipft 

® = e € 0 & (30) 

e ist die (relative) Dielektrizitatskonstante des Mediums, e 0 die vom 
MaB system abhangige Dielektrizitatskonstante des Vakuums. Im 
praktischen MaBsystem wird die Verschiebung in Coulomb/cm 2 , die 
Feldstarke © in Volt /cm gemessen, und es ist 

‘°~i IT-Vlo* tw/cm 

Da (s. S. 13) ju 0 — 4tt 10“ 9 Henry/cm, 

lst Ve ° ^0 = 1/ §T 10 20 = 7 > 

c = 3 • 10 10 cmsek" 1 ist die Lichtgeschwindigkeit. 

Wahrend die Verschiebung beim Ubergang von einem Dielektrikum 
zum anderen stetig ist, andert sich die Feldstarke nach MaBgabe 
der Dielektrizitatskonstanten in Gl. 30. 

Energie des elektrischen Feldes. Der Energiegehalt des 
elektrischen Feldes ist nach Maxwell: 

^ e = l fi 0 fe<s?dv, . . . . . . . (31) 

wobei das Volumenintegral liber das ganze Feld zu erstrecken ist. 
Diesen Ausdruck konnen wir so umformen, daB die Ladungen der 
Leiter und die Spannungen zwischen ihnen darin erscheinen. 

Zwei Leiter seien so angeordnet, daB das Feld zwischen ihnen 
durch die Anwesenheit anderer Leiter (z. B. die Erde) nicht merklich 
beeinfluBt wird. Zwischen den Leitern bestehe eine Spannung p. 

Das Feld im Dielektrikum werde in Verschiebungsrohren zer- 
legt, deren Begrenzungsflache Iiberall in die Richtung der Ver- 
schiebung fallt. Der FluB jeder Rohre ist konstant, und da sie an 
den Oberflachen der beiden Leiter endigt, ist er gleich der Ladung 
dq , die ihre Randkurve an den Leiteroberflachen abgrenzt. Ist 
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daher fiir ein Element der Rohre ds die Lange der Achse, df der 
Querschnitt, dv — dfds , so konnen wir in 61. 31 fur£ 0 e &df den kon- 
stanten Verschiebungsflufi dq der Rohre setzen und erhalten fur diese 

|e 0( f e& s dv=±dqf<&ds = ldq-p, 

da /(£ ds die Spannung p zwischen den beiden Leitern ist, von denen 
die Rohre begrenzt wird. 

Die Summation iiber alle Rohren ergibt den Energiegehalt des 
ganzen Feldes 

W e = jpq (32) 


Die Ladung der beiden Leiter ist proportional der Spannung 
zwischen ihnen. Man setzt 

q=Cp (33) 

W e = ±Cp* (34) 

C heifit die Kapazitat der betrachteten Leiteranordnung, sie ist 
numerisch gleich der Ladung fiir die Einheit der Spannung. 

Die praktische Einheit der Kapazitat ist 

1 Coulomb/1 Volt = l Farad (F). 

Da dies eine sehr groBe Einheit ist, gebraucht man den 10 6 ten 
Teil davon: 1 Mikrofarad (jli F). 

Beispiele. 1. Ein Plattenkondensator (Fig. 13). 
Zwischen zwei Platten von grofier Ausdehnung, die iiber- 
all in sehr kleinem Abstand d voneinander entfernt sind, 
kann das Feld als homogen angesehen werden, die Ver- 
schiebungslinien laufen parallel und die Vers chi ebung ist 
konstant. Kur am Rande weicht der Verlauf davon ab. 
Vemachlassigt man die Randwirkung, was bei kleinem Ab- 
stand und grofier Flache keinen wesentlichen Fehler gibt, 
so ist die Spannung p = {gd. Der VerschiebungsfluS ist 
F 


Y*rdr*i 


Fig. 13. 


q = ®F-. 


C-~ 


' 4,71 9-10 11 ’ 

1 


daher die Kapazitat 


q eF 1 n n e ]? i 

p __ 4^d'9TlO n Farad= w'gTIo* Mikrofarad. 

Einen Begriff von der GroBe 1 Mikrofarad erhalten wir, wenn 
w die Elache eines Plattenkondensators berechnen, bei dem die 
Platten durch Glimmer getrennt sind. Seine Dicke sei */ mm 
d 0,025 cm und e = 5 angenommen. Hiermit wird 

xr * 0,025 • 9 • 10 5 

jf - - = 50 500 cm 2 . 

Em solcher Kondensator wird aus iibereinandergeschichteten 
Platten zusammengesetzt, von denen abwechselnd die eine mit einem 
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Pol, die folgende mit dem anderfe Pol verbunden ist. Fiir eine 
Spannung von 1000 Volt zwischen den Belegungen ist die Feldstarke 
40000 Volt/cm, die Ladung ^=10~ 3 Coulomb, die Verscbiebung 
® = 1,77 * 10~ 8 Coulomb/cm 2 , die Energie -J- Joule, die Energiedichte 
3,54- 10"“ 4 Joule/cm 3 . 

2. Ein Zylinderkondensator (konzentriseh.es Kabel), Fig. 14. 
Der AuBenleiter (Mantel) sei geerdet. Da alle Verschiebungslinien, 
die vom inneren Leiter ausgehen, auf dem Mantel enden, ist die 
Ladung auf der inneren Flache des Mantels entgegengesetzt gleich 
der Ladung (< q ) des Innenleiters. Die Verschiebungslinien stehen 
senkrecht auf den Leitern und sind daher radial. Durch eine 
Zylinderfiache vom Radius r und der Lange Z tritt der VerschiebungsfluB 


27irl% — a und $ = — 

2j zrl 


r 2 r 2 r* 

= — J^®cZr=2 -9* 10 X1 -^J^ -“==== 2-9-10 11 In 


C = - 


P 


ri 

el 1 


Mikrofarad. 


Ladung und Entladung eines Kon- 
densators. Andert sich die Spannung zwischen 
den Belegungen eines Kondensators um dp, so 
nimmt seine Ladung nach 61. 33 um 

dq = C dp 


zu oder ab, je nachdem die Spannung steigt 
oder fallt. Der Strom in der Zuleitung ist 
hierbei 


dt ° dt ’ 


. . (35) 



Fig. 14. 


Fur eine Gleichspannung (p — konst.) ist % = 0, in einem Gleich- 
stromkreis ist der Kondensator eine Unterbrechung. Anders im 
Wechselstromkreis. 

Wahrend des Steigens der Spannung von Null bis p wird die 
Energie | p^C in dem Kondensator aufgespeichert, dem Stromkreis 
wird dabei von der Stromquelle in jedem Augenblick eine Leistung 

n dp 

vC dt =v * 


zugefuhrt. Nimmt die Spannung von p bis auf Null wieder ab, so 
verschwindet das elektrische Feld, und die in ihm aufgespeicherte 
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Energie wird an die Stromquelle zuriickgegeben. Der Kondensator 
gibt in jedem Augenblick die Leistung zuriick 

n dp 

1st die Spannung einwellig, so wachst sie in der ersten Viertel- 
periode von Null bis p m , um in der zweiten Viertelperiode von p m 
auf Null zu fallen. In der ersten Viertelperiode wird die Energie 
\phC im Dielektrikum des Kondensators angesammelt und in der 
zweiten wieder zuriickgegeben. In der ersten wird von der Strom quelle 
Leistung zugefiihrt, in der zweiten genau ebensoviel wiedergegeben. 
Die mittlere Leistung in der halben Periode ist Null. 

Fiir p — p m sincot ist der Ladestrom des Kondensators 

t = 0 ~ = C co p m cos co t — G co p m sin (a> t-\- ■—) , 

er ist ein einwelliger Strom von der Amplitude 

i = o co C , 

m rm 5 

der gegen die Spannung um 90° in der Phase voreilt, denn nach 
61. 35 ist der Ladestrom so lange positiv, wie die Spannung steigt, 
und negativ (Entladestrom), wenn sie fallt. Daraus folgt ebenfalls, 
daB die mittlere dem Kondensator zugefiihrte Leistung Null ist. 


9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitat. 


r 


1st in einem Stromkreis (s. Fig. 15) ein Kondensator C mit einer 

Drosselspule von der Induk- 
tivitat L und dem Widerstand 
B in Reihe geschaltet, so lautet 
die Spannungsgleichung 

* idt 
P* 


R L 

“Wwna — nrrnrr- 


wird 


Fig. 15. 

Fiir einen einwelligen Strom i 
Bi sin co t 

m 

L ^ = a L i m sin (d> t + -5.) 
i 

cos CO t ===== — 


-Bi + L d ^ + 


G ' 


(36) 


■ i sin cot, 


/» 


Mi- 

di 

dt 

idt 

~C~ = 


coC 


si n[cot + ~ 
coG \ 1 2 


p = i m R sin co t + i m sin t -J- -- 


coL - 


JL 

co C] 


: Pm sin (cot + 95 ) (37) 
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Die Spannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammengesetzt: 
i m E sin oj t ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet den Ohm- 

schen Widerstand > i m ^ coL sin t -f- eilt dem Strom um 

90° vor und wird teils zur Uberwindung der EMK der Selbstinduk- 
tion, teils als Ladespannung des Kondensators verbraucht, und zwar 
tritt die DifEerenz dieser Spannungen in Rechnung, da die erste 
dem Strom um 90° voreilt, die zweite ihm um 90° nacheiit. Der 
EfEektivwert der Spannung ist daher 

+ L)’ (38) 


die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung 



1 

To C 


(39) 


Selbstinduktion und Kapazitat wirken in dem Stromkreis einander 
insofern entgegen, als die erste den Strom gegen die Spannung ver- 
zogert, die zweite ihn in Voreilung bringt. Die Energien, die in 
dem magnetischen Felde der Selbstinduktion und in dem elek- 
trischen Felde der Kapazitat schwingen, werden zu verschiedenen 
Zeiten von der Stromquelle aufgenommen und an diese zuriick- 
gegeben. Die momentane Leistung ist, wenn die Spannungsgleichung 
mit i m sin co t multipliziert wird, 

i 2 

p i = i 2 m j R sin 2 cot i^co L sin co t cos co t sin cot cos cot. 

co U 


Die beiden letzten Teile haben stets entgegengesetztes Vor- 
zeichen, d. h. wahrend vom Strom Energie im magnetischen Feld 
der Selbstinduktion aufgespeichert wird, wird solche aus dem elek- 
trischen Feld des Kondensators abgegeben, und umgekehrt. Nur 
die DifEerenz der momentanen Leistungen wird zugefiihrt und auBer- 
dem der Stromwarmeverlust. Die beiden Felder laden sich zum 
Teil gegenseitig. Vollstandig tritt dies ein, wenn 

< 4 °) 

ist. Hierbei sind die momentanen Leistungen von Selbstinduktion 
und Kapazitat entgegengesetzt gleich, vom Netz wird in jedem 
Augenblick nur der Stromwarmeverlust zugefiihrt und der Strom- 
kreis verhalt sich dem Netz gegeniiber wie ein Ohmscher Wider- 
stand. Aus Gl. 38 und 39 wird hierbei P — JE und tgcp — 0. 

Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz. 
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Fur gegebene Werte von L und G tritt si© bei einer bestimmten 
Frequenz ©in, namlich 

c ° 0 ~ yro 2 ttYlg ^ 

Bei dieser, der Resonanzfrequenz, konnen di© Blindspannungen an 
dor Kapazitat und der Induktivitat sehr groB werden, ©s wird 

J ^ L -irc- F s Vs '• (42) 

Beispiel: Fur 72 = 10 Ohm, L — l Henry tritt Resonanz bei 

1 1 

f = 50 Perioden ©in, fiir 0 — — ^ = 7 ; - , - ~ = 1,Q15 10 “" 5 Farad. 

(DqL (IOOtt)- 3 

Fur J= 10 Amp. ist P= 100 Volt und Jh) 0 i = ~~^ = 10 1/(100^ 

co 0 C 

= 3140 Volt. Hierauf hernht di© Gefahr der Resonanz. 

Man unterscheidet hier 

-~^===J c den Blindwiderstand der Kapazitat, 

c oL — X i den induktiven Blindwiderstand, 

X = X { — X c ist der resultierende Blindwiderstand. 

Der hier behandelte Stromkreis wird als Thomsonsscher 
Schwingungskreis bezeichnet. 

Um sein Verhalten bei veranderlieher Netzfrequenz co zul liber - 
sehen, fiihren wir das Verhaltnis co:co 0 = d ein und setzen das Ver- 
haltnis des Wirkwiderstandes B zu der GroBe n , der die Dimen- 

sion eines Widerstandes zukommt, J?V^== e . Dieses Widerstands- 

verhaltnis gibt nach GL 42 fiir den Resonanzfall das Verhaltnis der 
Netzspannung P zu den Blindspannungen an Induktivitat und 
Kapazitat an. Hiermit wird 



Ehenn ist ^ = J 0 der Hochststrom, der im Resonanzfall auftritt. 
Das Verhaltnis J:J Q ist nur vom Widerstandsverhaltnis q und vom 
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Frequenzverhaltnis 8 abhangig. In Fig. 16 ist J:J 0 in Abhangig 
keit von <5 fiir zwei Werte von q auf- 
getragen. 

Kurve I mit dem Aachen Strom- 
maximum gilt fiir groBen Widerstand, 

Q = 1, Kurve II mit dem spitzen Maxi- 
mum fiir kleinen Widerstand, p = 0 } l* 

Je kleiner der Widerstand, um so 
scharfer ist die Resonanzlage ausge- 
pragt, um so enger der Bereich, in 
dem der Stromkreis einen betracht- 
lichen Strom hindurchlaBt. Die Phasen- 

1 
~8 


verschiebung ist cp = artg — ( 8 — 



Fiir <5 < 1 ist cp ein Voreilungswinkel des Stromes, fiir <3 = 1 ist cp — 0 
und fiir 8^> 1 ist cp ein Nacheilungswinkel des Stromes. 


« 
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10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren. 

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
urn einen festen Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine f este Achse 
beschreiben bekanntlich die Ordinaten einer Sinuskurve. 

Stellt daher die Lange OP des rotierenden Vektors Fig. 17 die 
Amplitude eines Wechselstromes i m dar, und ist die Winkelgeschwindig- 
keit seiner Drehung gleich der Kreis- 
frequenz so sind die Projektionen 
0 A auf die zur Anfangslage OX senk- 
rechte Richtung OY 

OA=i==i m smcot 

die Augenblickswerte des Stromes. 

Fiir einen zweiten Vektor OQ = i' m , 
der gegen OP um einen Winkel cp 
im Sinne der Voreilung verschoben 
ist, wird ebenso 

0 B — i = i f m sin (co t p). 

x< Die beiden Vektoren OP und 

* OQ konnen also als Symbole zweier 

Wechselstrome von gleicher Frequenz betrachtet werden, deren Am- 
plituden i m und i' m sind, und die gegeneinander die Phasenverschie- 
bung cp haben. 

Anstatt nun die Vektoren rotieren zu lassen, kann man sie 
auch feststehend denken, und die Gerade, auf die sie projiziert 
werden, sich im umgekehrten Sinne drehen lassen; diese Gerade heifit 
die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist, wenn man 
die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Vor- 
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eilung verschoben. Geht man von der Drehung der Zeitlini© aus, 
so kommt dies©, wi© di© Abbildung zeigt, b©i d©r Drehung zuerst in 
di© Lag© des voreilenden Vektors. 

Beliebig viele Strom© und Spannungen sind also durch di© 
Lang© ihrer Vektoren und durch di© Winkel, die si© bilden, in 
ihrer GroBe und Phase gegeneinander ©indeutig bestimmt. Voraus- 
setzung ist dabei, daB di© Strom© und Spannungen gleiche Frequenz 
haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammenstellen. 
tTber di© Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus. 

Praktisch ist ©s zweckmaBig, di© Lange der Vektoren in dem 
gewahlten MaBstab gleich den Effektivwerten zu machen, weil dies© 
gemessen werden; beim Ubergang zu den Augenblickswerten sind 
dann die Projektionen mit V2 zu multiplizieren. 

Da es bei der geometrischen Darstellung nur auf di© Lang© 
der Vektoren ankommt und auf di© Winkel, die si© miteinander 
bilden, kann man jeden Vektor in dem Diagramm parallel mit sich 
selbst verschieben. 

Hiervon macht man Gebrauch bei der graphischen Addition 
von Stromen. Die Summe zweier Strome 

h ~f~ h = * 

ergibt sich (s. Fig. 18) durch Parallelverschiebung des Vektors OB 
des Stromes i 2 parallel mit sich selbst nach 
AG an den Endpunkt des Vektors OA des 
Stromes i x , oder, da die Reihenfolge bei 
der Addition gleichgiiltig ist, durch Ver- 
schiebung des Vektors OA des Stromes i x 
nach BC an den Endpunkt B des Vek- Pig ]g 

tors OB des Stromes i 2 . 

Der Vektor OC des Summenstromes i ist also die Diagonale 
des von den Vektoren der Teilstrome gebildeten Parallelogramms. 

Da die Differ enz zweier Strome 



gleich der Summe aus i 1 und dem negativ genommenen Wert von 
i. 2 ist, ist das Parallelogramm von B aus erst bis C im Sinne von 
i x und dann bis A im negativen Sinne von zu durchlaufen, und 
es wird die Diagonal© BA der Vektor des Differenzstrom.es i r . 

Der Vektor des Differenzstromes 



ist analog die im Sinne AB durchlaufene Diagonale. 

Diff erentialquotient und Zeitintegral eines Vektors. 
In den Spannungsgleiehungen von Wechselstromen (s. Gl. 21 und 36) 
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kommt der D iff erentialquotient des Stromes nach der Zeit und das 
Zeitintegral eines Wechselstromes vor. 

Da 


di d (i m sin cot) 

dt dt 



ist, erhalt man den Vektor, der den Differentialquotienten eines 
Stromes darstellt, indem man die Lange des Stromvektors im Ver- 
haltnis co : 1 vergroJSert und ihn um 90° nach vorwarts dreht. 

Da ferner 

fidt=f i m sincot dt = ^sin i^cot — 


ist, erhalt man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor 
des Stromes im Verhaltnis 1 : co verkleinert und ihn um 90° zu- 
riickdreht. 


Beispiele. Fur eine Spule vom Widerstand R und der In- 
duktivitat L war (s. GL 21) 



An den Vektor OA = JR (Fig. 19), der in 
die Richtung des Stromes fallt, reiht sich der um 
90° dagegen voreilende Vektor AB = J co L, die 
Summe 0 B ist der Vektor der Klemmenspan- 
nung P, die dem Strom um den Winkel cp vor- 
eilt. Es folgt 


, JcoL 

‘"“71T 


coL 

If' 


Ist die Drosselspule mit einem Kondensator von der Kapazi- 
tat C in Reihe geschaltet, so lautete die Spannungsgleichung (s. Gl. 36) 


Hier reiht sich in Fig. 20 an den Vektor OA = JR in Rich- 
tung des Stromes der um 90° dagegen voreilende Vektor AB = JcoL 
und an diesen der gegen den Strom um 90° nacheilende Vektor 



OC ist der Vektor der Klemmenspannung P und es ist 


t g9 5 = 


co L — 


1 

co C 


R 
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Verandert man die GroBe der Kapazitat, 
Endpunkt G des Vektors der Klemmenspannung 
auf der Geraden AB. Wenn er in A liegt, ist 
die Spannung mit dem Strom in Phase, hier- 
bei ist 

J 

— — — J coL. 

CD C 

Dies ist der friiher, s. S. 24, behandelte 
Pall der Besonanz. Wird JcoL, so liegt 

CD 6 

C unterhalb A, dann eilt der Strom der Klem- 
menspannung vor. 


so bewegt sich der 



11. Symbolische Darstellung von Wechselstromen. 

Die Darstellung von WechselstromgroBen durch Vektoren kann 
auch analytisch durchgefiihrt werden. 

Yektoren werden hierbei durch groBe deutsche Buchstaben 
bezeichnet. Ein Strom vom Effektivwert J wird z. B. durch einen 
Yektor 3 dargestellt. J ist der Betrag des Vektors 3- 

Drehung der Vektoren. Wird ein Yektor 3 um 180° gedreht, 
;SO gelangt er in die entgegengesetzte Bichtung und wird hier mit 
— 3 bezeichnet. Eine Drehung um 180° wird also in der symbo- 
lischen Darstellung durch die Multiplikation mit — 1 bezeichnet. 
Die Drehung um 180° entsteht durch zweimalige Drehung um 90°; 
es folgt also, daB die Drehung um 90° zu bezeichnen ist durch 
Multiplikation mit 

d. h. mit der komplexen Einheit. Die Wurzel kann je nach der 
Drehrichtung das positive oder negative Vorzeichen haben. 

Es werde festgesetzt, daB eine Drehung um 90° im Sinne der 
Voreilung mit -j- j, im Sinne der Verzogerung mit — j bezeichnet 
werde. 

Ein Vektor j 3 ist also ebenso groB wie der Vektor 3 3 aber gegen 
diesen um 90° nach vorwarts gedreht. 

Addition und Subtraktion von Yektoren. Die Addition 
von zwei Wechselstromen i ± und i 2 , die durch ihre Symbol© 3 X und 
3 2 bezeichnet sind, ergibt einen neuen Vektor 

S = +S 3 * 

■g ist die Diagonal© des aus 3i und gcbildeten Parallelo- 
gramms (s. Fig. 18, S. 27). 
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Ebenso ergibt die Subtraktion der Vektoren und $2 6 * n6n 
neuen Vektor 

<”V o 

<yS -\5l * 

Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl. 
Ein besonderer Fall der Addition ist der, daB zwei Vektoren zu 
addieren sind, deren Betrage proportional dem Betrag eines anderen 
jkB (Ausgangs-) Vektors sind, und von denen der 

/ eine in Riehtung des Ausgangsvektors, der 

/ andere in die dazu senkrechte Riehtung fallt. 

y jb ? Sei 3 der Ausgangsvektor, so ist a$j = OA 
/ (s. Fig. 21) ein neuer Vektor, der amal so 

lang wie 3 ist und in di 0 gleiche Riehtung 

0 — -L— > ^ fallt; ferner ist jb^ = AB ein' Vektor, der 

21 frmal so groB ist wie £5 und um 90° dagegen 

nach vorwarts gedreht ist. Die vektorielle 
Summe aus beiden ergibt den neuen Vektor ^ = 0B. Er ist 


Durch Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl 
ergibt sich also ein neuer Vektor. Andererseits sieht man, wenn 
die Gleichung in der Form geschrieben wird: 

o 

daB das Verhaltnis zweier Vektoren ausgedriiekt wird durch eine 
komplexe Zahl. 

Da die Langen der Vektoren die Effektivwerte darstellen, ist- 
der Effektivwert des neuen Vektors 

P = = = v- . ( 43 ) 

und die Phasenverschiebung zwischen P und J ist 

AB bJ b 
tgV -OA"^J = a ■ 



Smd zwei Vektoren $ und 3 gegeben, so bildet man den Quo- 

sg 

tienten --- und zerlegt ihn in den reellen Teil a und den imagi- 

O' 

naren Teil b . Das Verhaltnis der Effektivwerte ergibt sich dann 
aus 61. 43 und die Phasenverschiebung durch 61. 44. 

Setzt man 

OP 2 = r 2 = a 2 -f 
r = Va 2 + 6 2 

a . b 

cos w = — , sm cp = — , 
r r 
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so ist nach dem Satz von Moivre 

a -f- jb — r (cos cp -j- j sin cp) = r e? v , 
worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Es ist daher 


Der Vektor $re*v entsteht also aus dem Vektor g, indem man 
diesen im Verhaltnis r: 1 vergroBert nnd um cp nach vor warts dreht. 
Setzt man analog 


% 

so ergibt sich: der Vektor ~~ entsteht aus dem Vektor $ , in- 
dem man diesen im Verhaltnis 1 : r verkleinert und um cp nach 
riickwarts dreht. 


Diff erentialquotient eines Vektors nach 
Zeit integral. In der Zeit dt dreht sich der Vek- 
tor $ um den Winkel codt und gelangt (s. Fig. 22) 
in die Lage $}'. Es ist 

3' = S + PP'. 

Hierin ist die Lange PP' — J co dt, und da sie 
senkrecht auf Qf steht, symholisch bezeichnet durch 
j 3 (jo dt. Es wird also 

d% = j(o%dt 


der Zeit und 



( 45 ) 


Durch Umkehrung ergibt sich das Zeitintegral eines Vektors 

(46) 


3 


S %dt = ~ 

<) CD 


JJt 

CO 


In der symbolischen Darstellung verschwinden also in den 
Gleichungen zwischen Strom und Spannung die Differentialquotienten 
nach der Zeit und die Zeitintegrale. Hierin liegt die Vereinfachung 
der Schreibweise bei dieser Darstellung. 

Beispiele. Die Gleichung eines Stromkreises mit dem Wider- 
stand R und der Induktivitat L lautet: 

^ = ^R+L^ = ^{R + j ( 1 yL)^^{R + jT). 


Fur den Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapa- 
zitat ist 





R + j 


= 3 f* + ?(*<—*.)]• 
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Das Verhaltnis von Spannung zu Sfcrom, der Scheinwiderstand, 
ist in der symbolischen Darstellung eine komplexe Zahl. Der reelle 
Teil ist der Wirkwi der stand, der imaginare der Blindwider stand. 

Der symbolische Ausdruck fiir den Scheinwiderstand 2 ist daher 

i = (J2 + ?Z) (47) 

Aus der vektoriellen Gleichung erhalt man das Verhaltnis der 
Effektivwerte von Strom und Spannung und ihre Phasenverschiebung 
nach den auf S. 30 gegebenen Regeln. 

Rechnung mit komplexen Zahlen. Bei der symbolischen 
Darstellung sind, wie gezeigt, die Gleichungen zwischen Stromen und 
Spannungen homogene und lineare Gleichungen, deren Koeffizienten 
komplexe Zahlen sind. 

Es sei daher an die folgenden Regeln fiir die Rechnung mit 
komplexen Zahlen erinnert. 

Addition und Subtraktion. Zwei komplexe Zahlen werden 
addiert oder subtrahiert, indem man die reellen Teile fiir sich und 
die imaginaren Teile fiir sich addiert bzw. subtrahiert. 

Ist 

r i=«i+i & i und t 9 = «a+7 6 3» 

so wird t = *i + *2 = a-\-jb, 

worm a = a 1 + a 2 und & = & 1 + & 2 ist. 

Multiplication. Es ist 

= o x -J- j b t = r x (cos (p x -\-j sin 9 ? x ) = e ? , 
r a = °a + ih = r % ( coa <P* + ? s i n <P*) = h , 
durch Ausmultiplizieren wird 

i = t 1 x i = a 1 a 2 — \ \ + j (a, \ -f a 2 \) 

oder 

x = r ±r 2 [(cos cp x cos cp 2 — sin cp x sin <p 2 ) -(- j (sin cp x cos cp 2 + sin <p 2 cos <p x )] 
= r ! r 2 [° os (<Pi + c Po) + i sin {<Pi + %)] 

= t x e? ( < Pi+ ^a) . 

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre 
Betrage multipliziert und ihre Argumente addiert. 

Hieraus folgt, daJ3 das Produkt zweier konjugiert komplexer 
Zahlen reell und gleich dem Quadrate des Betrages der Zahlen ist 

{a -[- jb) (a — jb) = a 2 - f- b 2 . 

Division. Analog werden zwei komplexe Zahlen dividiert, 
indem man ihre Betrage dividiert und ihre Argumente subtrahiert. 

In einem komplexen Bruch wird der Nenner reell gemacht. 
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ixidem man Zahler und Nenner mit der dem Nenner konjugiert 
komplexen Zahl multipliziert. Es wird 

t ^ a 1 J rjb 1 fa + j b x ) fa — j 6 a ) 

r s ct„ -j- j K_ fa -j- j & 2 ) fa — j b 2 ) 

_ ( ®1 + K & 2 ) + j fa a i fa 

“ v+v 

(cos 4- j sin ^ 1 ) 

(cos <p 3 4~ j sin <p 2 ) 

= - 1 - [cos fa — <p 2 ) -f j sin fa — <p 2 )] 

T 

— . A e / (<Ti — Ta) . 
r 2 


Potenzieren. Aus der Multiplikation folgt 

p = t n = (a 4~ j fy n = (cos op “)- / sin q)) n 
= r n (cos n cp 4” j sin n cp ) 

— r n e jncp ^ 

Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man 
<1 en Betrag potenziert und das Argument mit dem Exponenten multi- 
pliziert. 

Radizieren. 



Man zieht die Wurzel aus einer komplexen Zahl, indem man 
den Betrag radiziert, und das Argument durch den Exponenten 
dividiert. 


Berechnung der Leistung in der symbolischen Dar- 
stellung. 


Bei der Berechnung der Leistung hat man es mit dem Produkt 
ssweier symbolisch durch Vektoren dargestellter WechselstromgroBen 
zu tun. 

Multipliziert man zwei Vektoren wie komplexe Zahlen, z. B. 
oine Spannung y$ = Pe J <Pl und einen Strom £§=J eiv * , so ist das 
l^rodukt, das dem auBeren Produkt der Vektorrechnung entspricht, 
mid das durch eine eckige Klammer bezeichnet werde, 

[¥ 3 ] = PJ ( cos (<Pi + <P*) + j sin (<Pi + <fa} > 


oin Ausdruck, dem keine physikalische Bedeutung zukommt. 


TP 


3 


Er- 


lr ai 'WAr*V»af>laf rnm. 


0 A 11 fl 
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etzt man hingegen den einen Vektor durch seinen konjugiert kom** 
plexen, der mit bzw. bezeichnet werde, so erhalt man 

[5|B 3 f ] = PJ ( c ° s ((p t — -j- j sin (cp 1 — (p^)} . . (48 a) 

[V 3]= PJ ( cos i<Pi — Vi) — i sin (Vi — 9°-.)} • • (48b) 
Der reelle Teil dieser Ausdriicke ist die Wirkleistung, der imagi- 
nare die Blindleistung; sie erscheint je nach der Schreibweise mit 
verschiedenem Vorzeichen. Dies riihrt daher, daB die Blindleistung 
keinen Mittelwert hat, ein Vorzeichen ihr daher nicht zukommt. 

Es folgt die Regel: Man erhalt aus zwei Vektoren die Wirk- 
leistung als reellen Teil des Produktes des einen Vektors mit dem 
konjugiert komplexen des anderen. Der imaginare Teil des Pro- 
duktes stellt die Blindleistung dar. Symbolisch konnen wir dies 
wie folgt schreiben: 

N=m i ] « ^=[¥ 3 '],. 

wobei die FuBzeichen r und j bedeuten, daB der reelle bzw. der 
imaginare Teil des Produktes zu nehmen ist. 

Im Gegensatz zum Produkt zweier Vektoren als komploxer 
Zahlen soil als Vektorprodukt der Mittelwert aus dem Produkt 
zweier Sinusstrome oder eines Sinusstromes und einer Sinusspanmmg 
bezeichnet werden. Dieser Mittelwert soil durch die runde Klammer 
bezeichnet werden: 

\$$)=PJcoa<p. 


In der Vektorenrechnung heiBt das so definierte Produkt das 
inneie Produkt. 

Fur zwei gleiche Vektoren von gleicher Phase ist 

(3- 3)=^* 

fiir zwei Vektoren mit 90° Phasenverschiebung ist 

(3->3)=o. 


12. Wechselstromdiagramme. 

, . „ Um dle Arbeltsweise eines Stromkreises oder einor Maschino 
bei Veranderung der Konstanten des Stromkreises oder dor Belartun* 
zn ubersehm, hatte man eine groBe Zahl von Gleichungen fiir dio 
jeweihgen Konstanten zu berechnen. 

d “ .f"P lis ' :lK ' Earstellung der Weoh.oktromgrolioii 
“*«“« Mittol, um dio Wirkung 

Si ZTS” Bed "?"r” ‘ «■ «Wtehe„. E, bo.toht d.ri,® 
‘ l r " J” Ort sucht, den der Voktor eino. Htromo, 

faoj 1ST* d « Ko„ totol , do* Strom- 

“ der Strom Want nnd dio Spannnng eerinderlioh, «o i,t 
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der geometrische Ort. den der Endpunkt des Spannungsvektors be- 
schreibt, das Spannungsdiagramm. 

1st dagegen die Spannung konst ant und der Strom veranderlich, 
so ist der geometrische Ort fur den Endpunkt des Stromvektors das 
S tr o m di a gr a m m. 

Im Spannungsdiagramm sind die Koordinaten des Spannungs- 
vektors die Wirkspannung und die Blindspannung. Da die Span- 
nungskomponenten sich wie die Widerstande (Wirk-, Blind- und 
Scheinwiderstand) verhalten, stellt das Spannungsdiagramm, abgesehen 
von dem MaBstab, auch das Diagramm der Scheinwiderstand© 
dar. * 

Analog stellt ein Stromdiagramm in verandertem MaBstab auch. 
ein Diagramm der Scheinleitwerte dar. 

Dies sei fur einige ganz einfache Falle zunachst erlautert. 

Beispiele. 1 . In einem Stromkreis mit Widerstand und Selbst- 
induktion sei R konstant und L veranderlich. Dieser Fall liegt 
z. B. vor bei einer Drosselspule mit veranderlichem Luftraume oder 
bei einem Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder GroBe 
des Luftraumes oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht ein 
anderer Wert L , wahrend R konstant bleibt. 

a) Ort des Spannungsvektors bei konstantem Strom. 
Entsprechend der Spannungsgleichung ig = Qf i? -f- j^coL liegt in 
Fig. 23 OA—JR in Richtung des Stromes und AB=JcoL um 
90° dagegen nach vorwarts gedreht, 0B=Jz 
= P ist der Vektor der Klemmenspannung. Jedem 
Wert von L entspricht eine Lange HR. Der End- 
punkt B des Vektors der Klemmenspannung 
bewegt sich auf der Geraden AB. Sie ist das 
Spannungsdiagramm und in anderem MaBstab 
das Diagramm des Scheinwiderstandes. 

Winkel AOB ist der jeweilige Phasenverschie- 
bungswinkel des Strome3. 

b) Ort des Stromvektors fiir konstante 
Spannung. Dividiert man die Spannungsglei- 
chung durch Ry so ergibt sich die Stromgleiehung 

R 


: 3 ~f~ i 3 ■ p L 

Dieser Gleichung entsprechend ist in Fig. 24 



01) =J und um 90° dagegen nach vorwarts ge- 
dreht DC = J aufgetragen, sie ergeben die konstante Summ© 


R 


OC-- 


R 9 

ODC bei D stets 


die in Richtung der Spannung liegt. 

rechtwinklig ist, bewegt sich 


Da das Dreieck 
der Endpunkt D 
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des Vektors des Stromes OD auf dem Halbkreis iiber OG als 
Durchmesser. Er ist das Stromdiagramm. Es verhalt sick DC : OD 
— wL : R — tg (p : 1 . - Da dieser MaBstab fur L unbequem ist, er- 
richtet man in 4 -' ein Eot auf OG , das von der Verlangerung von 

ODmB' geschnitten wird. Da Winkel 
B'A'O r — (p ist, wird A' B ’ : OA' = tg cp : 1 
= coL:R. Die Langen A' B' stellen also 
die veranderlichen Werfce coL in gleichem 
MaB dar wie 6k4'den konstantenWiderstand R. 

Die Seiten 00, OD , DO des Dreiecks 
ODC verhalt en sich wie * 

1 J J oj L ooL 

R’ P =2/ ’ pT =!/ T’ 

sie stellen also Leitwerte dar. OD ist in 
verandertem MaBstab der Scheinleitwert y , 
seine Projektion 00 auf die Richtung der 
Spannung der Wirkleitwert g = y cos <p , die 
dazu senkrechte Komponente GD der Blindleitwert b — y sin 99 . 

2 . Ist in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat der 
Widerstand konstant, dagegen die Kapazitat veranderlich, so unter- 
scheidet sich dieser Fall von dem vorhergehendpn dadurch, daB der 

Blindwiderstand X c — das negative Vorzeichen besitzt. der Strom 

eilt der Klemmenspannung vor. Das Spannungsdiagramm ist in 
diesem Fall der gestrichelt gezeichnete untere Teil der Geraden^R 

in Fig. 23, wobei AE = ist. Das Stromdiagramm ist der in 

03 G 

Fig. 24 ebenfalls gestrichelt gezeichnete obere Halbkreis iiber OG , 

wobei OF — J und FO — — ist. 

03 OR 



einem Stromkreis der Blindwiderstand konstant, da- 
gegen der Wirkwiderstand veranderlich, so 
erhalt man das Spannungsdiagramm Fig. 25. 
Senkrecht zum Vektor des Stromes liegt 
der Vektor OA=Jo3L der konstant en 
Blindspannung, und zwar fur eine Selbst- 
induktion nach vorwarts gedreht. In Rich- 
tung des Stromvektors liegt der verander- 
liche Vektor AB — JR. Fur jeden Wert 
von R ergibt sich ein neuer Punkt B 
und ein neuer Vektor OB der Klemmen- 
spannung. Die Gerade AB ist also das 
gesuchte Spannungsdiagramm. Fur eine Kapazitat ist der Vektor 
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J 

(n q g e ge n den Strom nach riick warts gedreht aufzutragen nach 0 A x 

u *ul das Spannungsdiagramm wird die gestrichelte Gerade A ± B 1 , die 
I Parallel AB ist. 

Das Stromdiagramm bei konstanter Induktivitat und verander- 
Widerstand ergibt sich, wenn man die Spannungsgleichung 


durcli j coB dividiert. Man erhalt die Stromgleichung 




Der Vektor OD des Stromes J in Fig. 26 unci, der gegen ihn 

JR 

um 90° verzogerte Vektor DC — setzen sich zu dem konstanten 
P 

Vektor OC — ~ zusammen, der gegen die Klemmenspannung P 
oo L 

um 90 0 verzogert ist. Der Halbkreis liber DC ist das gesuchte 
St romdiagramm. Der Phasenverschiebungswinkel zwischen Strom 

und Spannung ist D OP — op = arctg — - . Zieht man A! B f _\_0C, 

ho iHt auch <A'B'0 = cp und 


0A[ 

AB 7 





Fiir joden Stromvektor OD wird 
tier Widerstand R durch A' B' in dem- 
Kelbon MaGstab gemessen, in dem OA' 
den Blindwiderstand ooL darstellt. 

Ganz analog ist fiir einen Sfcrom- 
krais mit konstanter Kapazitat und 
ver&nderlichem Widerstand das Strom- 
diagramm der in Fig. 26 gestrichelte 
Halbkreis OD 1 C 1 . 

Die dem Stromkreis zugefuhrte 
Ltd stung ist N = PJcoacp. Da das 
Stromdiagramm fiir konstante Klem- 
men spannung gilt,, ist die Leistung 
proportional dem Wirkstrom Jcosq), 
also dor Frojektion 00 des Stromvek- 
torn OD auf den Spannungsvektor (s. 

Fig.. 24 und 26). Darans ergibt sich 
fiir don Stromkreis mit konstantem Wider stand (Fig. 24) die groBte 



Fig. 26. 
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0 1) gleich dem Kroiwlurchmossor. also \wni\ A 

I n 

N - . 

x mux 


II 


Fur den Stromkrois mil konstantom IHimhviderMtnntl end vm*' 
anderlichem Wirkwidorstand (Fig. 2 (>) ist- dngogen di* I*ei*tung nisi 
groBten, wenn OG gloich dem Kroisradius, also wenn tn h f£ i*t, 
Sie wird 

P* 

N trzr-.i * ■ . 

wm r 2 m /, 

Hierbei ist ^ — 45 °. 


Ut. Inversion. 

Bei dem Stromdiagramm (Fig. 24) ist gezcigt, dull dir-si-f* in 
anderem MaBstab auch das Diagramm der Leitwerte dursUdlt , O /> 

stellt y in domsolbon MaBstab dar, in dem (H 1 den Ledwer! * 
y I* 

darstellt. Androrseits war gezeigt, dad clort A* B* den Hlimhuder* 

stand X in domselben MaBstab darstellt, in dem OA' der Wirk- 

widerstand R ist, dahor ist auch 0 If der Selu imudeisiaud 

Bezeichnot man die MaBstiibe der Leitwerte h/\v. der Wider 

stiindo mit u und v so daB 1 cm u Siemens, I cm r Ohm ist, 

so ist in Fig. 24 

u()D — y, v OO K- X 
vOB* ~x, vOA ' ■ ■ ■- IL 

und es wird 

OOO A! 01) -OB’ - 1 konst. / 

it v 

Zwoi Punkto, boi donon wio boi 0 und A' odor bri /> tutd /.•' 
in Fig. 24 das Produkt dor Abstiindo von einem festou Punk* t) 
konstant ist, nennt man invors. 0 ist das Inversions/entrum, 
das konslanto Produkt heiBt dio In version spot on/, 

Beschroibt oinor dor Punkto (/{’) oino Kurvo, liter dio ( iorndo 
A'B', so bowogt sich soin invorsor Punkt (D) auf dor »nvor«on 
Kurvo (Kreis ubor 00). Wir linden also don Hat/,: Di«. invoiao 
Kurve einer Geradon ist oin Kreis, dor durdi das inversions/, out rum 
geht, und umgokohrt ist dio inverse Kurvo nines Kroist*, dor durdi 
das Inversionszentrum geht, oino dorado, 

Mit Hilfo diosos Satzes hatto man das .Stromdiftgmmm a -is 
dem Spannungsdiagi amin wio folgt findrn ki'mnnn, 

Dio Gorado A B in Fig. 24 ist das Kpiogolbild tins Htmiiuitnu*, 
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diagramms, das durch die Gerade AB der Fig. 23 dargestellt ist. 
In dem Spiegelbild ist namlich der (positive) Blindwiderstand urn 
90° gegen den Wirkwiderstand nach ruck warts gedreht. 

Man findet also das Strom diagramm, indem man das Spiegel- 
bild des Spannungs diagramms in bezug auf den Anfangspunkt der 
Vektoren als Inversionszentrum inversiert. 

Die Umkehrung des Vorzeichens des Blindwiderstandes zuni 
Zweck der Inversion folgt daraus, daB, wenn bei dem Spannungs- 
diagramm der Phasenwinkel cp eine Voreilung der Spannung gegen 
den Strom bezeichnet und das positive Zeichen hat, er im Strom- 
diagramm eine Verzogerung des Stromes gegen die Spannung be- 
deutet und das negative Zeichen hat, und umgekehrt. 

Hat man ein Spannungsdiagramm aus einem Stromdiagramm 
zu inversieren, so verwendet man ebenso nicht das Stromdiagramm 
selbst, sondern sein Spiegelbild, das man dadurch erhalt, daB man 
den gegen den Wirkstrom voreilenden Blindstrom nach ruckwarts 
und den nacheilenden 
Blindstrom nach vor- 
warts gedreht auftragt. 

Bei Verwendung des 
Leitwertdiagramms ist 
also der positive Blind- 
leitwert um 90° nach 
ruckwarts, der negative Fig. 27. 

um 90° nach vorwarts 
gegen den Wirkleitwert aufzutragen. 

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man von dem 
Spiegelbild eines Diagramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmen- 
don Inversionen ungerade ist, und von dem Diagramm selbst, wenn 
sie gerade ist, weil jede einzelne Inversion ein tlbergang von 
einem Spannungsdiagramm zu einem Stromdiagramm oder um- 
gekehrt ist. 

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das 
Inversionszentrum geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum 
ist ein Ahnlichkeitspunkt fiir beide Kreise. Aus Fig. 27 folgt namlich 
OB :0C t = OG : GB X 
OB OB 1 = 00 •OC 1 = OA • OA x — I. 

Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum 0 innerhalb eines 
Kreises liegt, es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises. 
Der Umlaufsinn des inversen Kreises ist der umgekehrte wie bei 
dem Ausgangskreis. 

Die Inversion ist zuerst von J. L. la Cour zur Darstellung von 
Wechselstromproblemen angewendet worden (Arnold, Wechselstrom- 
technik, Bd. I). 
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14. Grundgesetz fur dieReihenschaltung mehrerer Stromkreise. 


Sind mehrere Stromkreise in Reiho geschaltet, deren Wider- 
stande Induktivitaten und Kapazitaten der Reihe nach 

. . . , oder deren Biind- 

und Scheinwiderstando X x X 2 X ;s . . . bzw. 
z 1 z 2 z 3 ... sind, so ist die resultierondo 
Klemmenspannung P fur einen bestimmton 
Strom J die geometrische Summo dor Toil- 
spannungen P X P 2 P 3 . . . der einzelnen Strom- 
kreise. 

Diese Summation wird geometrisch 
durch den Linienzug P in Pig. 28 

dargestellt. 



Fig. 28. 


Es ist 


= 3 (-^3 + 1 X-i) — 3 5a 
$3 = 3 (-^8 + j Zj) = £5 


5Pa+ ?,+••• =3 [^+^+^ 3 + ... / (Z x +X a +X S -I-. . .)] 
—3 (*1 + + 3s + • • •) = 3a- 

Der resultierende Scheinwiderstand der Reihenschaltung ist 


a — z(s») — fa 4- a 3 H~ h ~\~ ■ ■ ■ — -\-j x . . .( 49 ) 

- = A H~ -®a H~ -®8 ”1" • • • — -S' {R„) (50 a) 

X = Z i + Z d + Z 3 4-... = JU(Z v ) (50b) 


worin 



15. Der Spannungsabfall in einer Leitung. 


41 


. Die resultierende Phasenverschiebung ist 


. _X_Z(X V ) 
tg(p R 2J(R„) 


(51) . 


Der Linienzug Fig. 28 stellt auch die Summation der Schein- 
widerstande dar. 


15. Der Spannmigsabfall in einer Leitung. 

.Ein Stromkreis (Fig. 29) wird iiber eine Leitung gespeist. Es 
seien R x und X ± Wirk- und Blindwiderstand der Hin- und Buck- 
leitung, P 2 und X 2 die entsprechenden GroBen des Belastungskreises, 
P x und P 2 die Spannungen am An- 
fang und am Ende der Leitung, J 


A 


m 


FT 

Pig. 29. 

die Stromstarke. Es wird 

P, 



J = 


V(A- 


p^j vr , 3 + x/) =p,y + + xj' 

R, Zj + Z, 


X 2 +x s * 


, z, 

*e < p * = 

•“2 


COS (p 2 : 


Vp 2 2 -|- x 2 2 


% 


i?! -j- P 2 


Fig. 30 stellt das Vektordiagramm der Spannungen dar. Die 
Sekundarspannung P 2 und der Spannungsabfall setzen sich zum 
Vektor der Primarspannung P x zusammen. 

Der Spannungsverlust, d. h. die algebraische Differenz P x — P 2 , 
ist kleiner als der Spannungsabfall J z x , weil P 2 gegen J um einen 
kleineren Winkel voreilt als Jz x gegen J. Es wird erst P x — P 2 = Jz x , 
wenn P 2 und Jz x in die gleiche Bichtung fallen, d. h. wenn der 

X 

Phasenwinkel der Belastung cp 2 und cp k — arctg gleich sind, d. h. 

Jx 1 

X 2 = A, 

P 2 R x 

Um den Einflufi der Phasenverschiebung auf den Spannungs- 
abfall zu iibersehen, werde der Fall betrachtet, daB die pximare 
Klemmenspannung P 1 und der Strom J der Grofie nach konstant 
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sind, wahrend cp 2 veranderlich ist. Hierbei ist also Jz 1 konstsmt. 
In Fig. 31 stellt OAB das Spannungsdreieck fur cp 2 — 0 dar. Hier- 
bei folgt aus der Figur 

P 2 to = 0) = 

Ist nun J gegen P 3 um <p , 2 verzogert, so ist der Vektor J z t um 
den Punkt B nach riickwarts zu drehen um den Winkel ABA' — qi . 2 , 
OA! ist der zugehorige Wert von P 3 . Eilt J gegen P 3 um qp 2 vor, 
so ist Jz t um diesen Winkel von AB nach A f B zu drehen, und 
es wird OA" = P 3 . Dor Endpunkt des Vektors der sekundaren 
Spannung P 3 wandert also bei Veranderung von <p 3 auf dem Kreis 
um B mit dem Radius AB —Jz x . 



Die grofiten Werte, die qp 2 annehmen kann, sind bei einem 
Stromempf anger ±90°, ihnen entsprechen die Punkt e 1 C und D auf 
dem zu AB senkrechten Durchmesser. C entspricht 90° Nacheilung 
von J gegen P 3 , also rein induktiver Belastung, D mit 90° Vor- 
eilung des Stromes gegen die Spannung reiner Kapazitatsbelastung. 
P 2 ist am kleinsten in Punkt P, hier haben P 3 und Jz 1 gleiche 
Richtung. P 3 wird bei Voreilung des Stromes auch grofier als P l9 
es tritt also Spannungserhohung ein. 

In Punkt F ist P 3 = P 1 . Die Bedingung hierfiir ergibt sich 
wie folgt. ‘Der Winkel, um den gegen J voreilt, ist qp k , s. Fig. 30 
undJ^ eilt gegen P 2 um (cp k — qp 2 ) vor. In dem gleichschenkligen 
Dreieck OFB Fig. 31 wird, da hier P 3 = P 1 ist 

Jz 

p 9 COS (cp k — = J 

cos {(Pic — — Yp- • . 

Das negative Zeichen rechts riihrt daher, daB die Projektion 
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von P 2 auf J z x die entgegengesetzte Richtung hat wie dies© Strecke. 
Daher ist (p k — cp^) groBer als 90°, d. h. cp 2 ist negativ. Es ist 

— <Ps = arc cos (— [p-) — Vic ■ 

Dios© Gleichung liefort zwei Werte fur cp 2 , ©inem Stromempfanger 
©ntspricht j©n©r Wort, der kleiner als 90° ist. Der zweite Wert, 
fur den <p 2 )>90 0 ist, ist der Punkt G. 

Berechnung des Spannungsabf alles. 

Im allgemeinen ist Jz x klein gegen P 2 und.P 19 so daB das 
Diagramm zur Berechnung des Spannnungsabf alles zu ungenau wird. 
Man berechnet den Spannungsabfall wie folgt. Zerlegt man in 
Fig. 30 Jz x in eine Komponente in Richtung von P 2 und in eine 
senkrecht dazu, so wird die erste 

Jz x cos ( cp k — cp 2 ) = J z 1 (cos <p k cos <p 2 -j- sin cp k sin <p 2 ). 

Hierin ist 

z x cos cp k — E x und z x sin <p k = X 1} 

also 

Jz x cos ( cp k — <p 2 ) — J E x cos 9? 2 -f- JX x sin cp 2 . 

Ebenso wird die zweite Komponente 

J z x sin ( cp k — 9 e> 2 ) — Jz 1 (sin cp k cos <p 2 — cos cp k sin <p 2 ) 

= JX x cos — JE l sin <p 2 , 

daher wird 

P x = V(P 2 + JE X cos <p 2 -f- JX x sin cp^j 1 '-f- {JX 1 cos <p 2 — JE X sin cp*)' 1 

Oder ' ‘ < 62 > 

P.> = VP * — ( JX x cos (ps — JE X sin (p.,f — ( JE X cos cp i2 -j -JX x sin <p 2 ) 

(53) 

Mit diesen Gleichungen kann zu gegebenen Werten von P 2? 
J, 99 2 , P x berechnet oder, wenn P 15 J und 99 2 gegeben sind, P 2 er- 
mittelt werden. Bei positiven Werten von <p 2 ist die auf P 2 senk- 
rechte Komponente von Jz x: namlich J X x cos cp 2 — /i^sin^ klein, 
und da sie quadratisch addiert wird, hat sie keinen groBen EinfluB 
auf den Spannungsabfall. Dann ist nach Gl. 52 angenahert 

P 1 ^P 2 ~|- JE x cos <p 2 + JX x sin <p> 2 , . . . (52 a) 

woraus folgt, daB auf den Spannungsabfall hauptsachlich der Ohm- 
sche Spannungsabfall des Wirkstromes J cos cp 2 und der induktivo 
Spannungsabfall des Blindstromes J sin cp 2 einen EinfluB haben. 

Die Gl. 52 kann zur graphischen Ermittlung der prozentualen 
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Spannungszunahme von den sekundaren bis zu den primaren 
Klemmen verwendet werden. Diese werde definiert durch 


e v ! 


0 / 


100 


<-■ 


1 100 . 


Nach GL 52 wird 


P x , JR X cos 9 ? 2 -j- JZjSin ^ (JX x cose/?. 2 — JR X sin cp^j 1 

p 


1 — l==Vl ± 2a-\-a?-\- £ 3 — 1. 
x 2 

Durch Reihenentwicklung wird 
, _ ± 2 a + a 2 + P 4 a 9 ± 4 a (« 9 + / ? 2 ) + ( a* + /?* )* 


+... 



Hierin ist das dritte Glied schon 
vernachlassigbar klein und daher 

A 2 

2 ' 


£ = ± - 


Driickt man a und /? in °/ 0 aus, 

JR-l cos g? 3 —j— JX x sin cp^ 

P k> 


100 , 


J Zj cos % — sin <p 2 


100 , 


so wird 


± «+? 


A 2 


200 


(54) 


Graphisch ermittelt man « und f) naeh Fig. 32. Man macht 


ab = j £ a ioo, 

•*9 


BC=-*p 100 , 

*9 


M<7=^100 


und schlagt einen Kreis iiber AC als Durchmssser. Ein Stralil AD 
der gegen J unter dem Winkel <p 8 angetragen wird, fallt somit in 
die Richtung vonP 2 . Daher ist AD = a und DC = f) in °/ 0 von P„ . 


16 . Beispiel. 

In einer Arbeitsiibertragung iiber eine Leitung mit Widerstand 
und Selbstinduktion arbeiten die Stromempfanger mit konst ant er 
Pnasen verschiebung <p 9 unabhangig von der Belastung. Die primare 
Klemmenspannung P x ist konstant. 
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Verlauf der sekundaren Spannung als Funktion des Stromes. 
Da 99 2 konstant ist, kann Gl. 52 in der Form geschrieben werden: 
[P 2 + J z 1 cos (<p k — (p. 2 )Y -J- J 2 Z*- sin 2 (<p k — <p 2 ) = P x 2 
oder nach Ausmultiplikation 

O^i) 2 "i~ cos (cp k — cp^ — P* . . (55) 

P 

Dividiert man durch P^ und setzt — = J & , wobei der Kurz- 

z i 

schluBstrom ist, den man bei widerstandslos verbundenen sekundaren 
Klemmen erhalt, so wird endlich 

( p ~) + ® + 2 ( p ;) (£) cos - p 2 ) = 1 • • ( 55 a ) 


In dieser Gleichung zweiten 
Grades ist die . Beziehung zwischen 
J und P 3 indirekt durch die Ver- 
P J 

haltnisse und — ausgedriickt. 
*1 J h 

Die Diskriminante der Glieder zwei- 
ten Grades ist 

1 — cos 2 (cp k — 9 p 4 ) , 

sie ist positiv, da das Quadrat des 
cos kleiner oder hochstens gleich 
eins ist, die Gleichung stellt da- 
her eine Ellipse dar. Tragt man 



Fig. 38. 


die — als Abszissen und die p - als Ordinaten auf, so sind die 

P 

Schnittpunkte mit der Ordinatenachse fur J = 0, ~ = 1 , und mit 

J 

der Abszissenachse fur P 2 = 0, — = 1 . 

Die Hauptachsen der Ellipse bilden mit den Koordinatenachsen 
einen Winkel von 45° und sind 



In dem besonderen Falle, daB cos (cp k — (p^) = 0, also q>^=(p h 90° 

ist, stellt die Gleichung einen Kreis dar. Nur das obere ( — ) Zeichen 
gibt einen Winkel cp 2 , der kleiner als 90° ist, wie es einem Strom- 
empfanger entspricht, und zwar wird hierbei negativ. Dieser 
Fall entspricht einer Verzogerung von P 2 gegen J. 
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1st ferner cos = 1, also <p 2 = 9V so geht die Gleichung 

uber in 



und stellt somit eine Gerade dar. 

Fur = 45°j wobei R 1 =X 1 ist, sind in Fig. 33 die Gerade I 
fur <p a = 45°, der Kreis II fur <p 3 = — 45°, ferner die Ellipse III 
fur ^ = o und +90° aufgetragen (die bei cp k = 45° zusammen- 
f alien), wahrend die Ellipse IV fur 93, = — 90°, also reine Kapazitats- 
belastung gilt. 

Dieses Diagramm gilt allgemein fiir einen Stromkreis mit kon- 
stanter Phasenverschiebung, der von einer konstanten Spannung 
iiber einen Scheinwiderstand gespeist wird. Es ist von Oehl- 
schlager zur Darstellung des Spannungsabfalles eines Wechsel- 
stromgenerators abgeleitet worden. Dort entspricht unserem P 1 
die induzierte EMK des Generators, dem Leitungswiderstand R x der 
Ohmsche Widerstand, und dem Blindwiderstand X der durch 
Ankerriickwirkung und Streuung bedingte Blindwiderstand des 
Generators. Beim Generator ist allerdings X x keine konstante GroBe, 
und daher gilt dort das Diagramm nieht streng. 


Maximale Leistung. 


Setzt man in Gl. 55 fiir den Strom J = — ■$, so wird 

Z<> 


P„ 3 : 




S l 3 + Z S + 2 Z 1 2 2 008 ( C Pk ~ <Pi) 


und die Leistung an den sekundaren Klemmen 




■ P 2 j 3 COS Cp 2 = — “ COS 9 2 


P* 2 P x 2 z 2 cos cp %2 


z i 2 + 2 2 3 + 2z 1 z 2 cos (<Ph — Va) ' 


Sie wird ein Maximum, wenn— — a - = 0, als wenn 

dz. 3 

Z l 3 + Z 2 3 + 2 Z 1 Z 2 C0S {<Pk — <Pi) = «2 [ 2Z 3 + 2Z 1 COS i<Plc — Ps)] 

Z 2 = Z 1 

ist. Hierbei ist die Sekundarspannung 


P^z=Jz. 2 =Jz 1 . 


Die groBte Leistung an den Sekundarklemmen ergibt 
sich, wenn die Klemmenspannung P 2 an der Belastung 
gleich dem Spannungsabfall J z x in der Leitung ist. Dies 
gilt unabhangig von der Phasenverschiebung <p„. Die groBte 
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Beistung selbst ist dagegen von ihr abhangig. Durch Einsetzen 
von z 2 = z x wird 


P J cos cp 2 


N% ma x 2z i [1 -j- COS (<p k <p 2 )] 


Fiir das absolute Maximum erhalt man aus 


dN, 


dcp 2 


• • (56) 
- = 0 


oder 


— sin cp 2 [1 + cos ( cp fc — cp 2 )] = cos cp 2 sin (< p k — q> 2 ) 
sin cp 2 = — sin cp k 


= — <P k - 

Es wird also in Gl. 56, da <p h — ^=2^, 


und da 
wird 


1 + cos (< <p k — <}? 2 ) = 2 cos *<p k , 

z i cos <P k = . 

P 2 

N = — - 
2max 4P X * ' 


(57) 


Stromdiagramm. 

Als Anwendungsbeispiel fiir die Inversion werde das Strom- 
diagramm auf diesem Wege abgeleitet. 

Wir wollen die konstante Primarspannung in die positive F-Achse 
legen, die Wirkstrome sind dann 
die Ordinaten, die Blindstrome die 
Abszissen des Stromdiagramm s, und 
zwar liegen nacheilende Blindstrome 
in der positiven X-Achse, voreilende 
in der negativen. 

Da man von der Reihenschal- 
tung der Scheinwiderstande 
durch einmalige Inversion zu den 
Reitwerten bzw. den Stromen ge- 
langt, verwendet man das Spiegel- 
bild der Scheinwiderstande, indem 
man positive Blindwiderstande 
gegen die Wirkwiderstande um 90° 
nach riickwarts, negative nach vor- 
■warts gedreht auftragt. Somit 
macht man in Fig. 34 in Richtung 
senkrecht dazu CD ===== R x , dann ist OD = z x . Wird ferner ein beliebiger 
Wert von X 2 ==DH, der dazugehorige von B 2 = HE aufgetragen, 
so ist DE==z. 2 , ^DEH — <p 2 und OE==OD -f- DE — % X -(- 

Bei Veranderung des Betrages von z 2 bei konstantem cp 2 be- 



der positiven X-Achse OC ===== X 19 



Reihensehaltung von Stromkreisen. 


48 

wegt sich Punkt E auf dcr Geraden DE , sie ist der Ort des Vek- 
tors der den resultierendan Scheinwiderstand -j- g 2 darstellt. 

’ p er Ort der resultierenden Leitwerte bzw. der Strome ist daher 
ein Kreis durch den Ursprung, dessen Mittelpunkt M auf einem 
Lot OF vom Ursprung auf die Gerade DE liegt. 

Der Radius OM erscheint gegen die positive X-Achse urn den- 
selben Winkel <p 3 zuriickgedrebt , wie die Gerade DE gegen die 
Ordinatenaehse. 

Da wir von dem Spiegelbild der Scheinwiderstande ausgingen, 
bezeichnet die Zuriickdrehung des Radius um cp„ eine Nacbeilung 
von J gegen P„, bei Voreilung ist der Radius um <p 2 gegen die 
J-Achse nacb vorwarts gedreht. 

Die Vektoren von 0 nach dem Kreisbogen OB A stellen alle 
moglichen Strome von z., = 0 bis z 2 = oo dar. Pur z 2 = 0 (kurz- 
geschlossene Leitung) ist Punkt A invers zu D und im StrommaB- 
P X 

stab 0 A =— = um <p )t — arctg gegen P 1 verzogert. OB~J 

%x 1 

ist invers zu E und stellt den Strom fur den durch j DE dargestellten 
Wert von 3 2 dar ; er ist gegen P 1 um cp ± verzogert. Dem unendlich 
fernen Punkt der Geraden (z 2 = oo) entspricht der Ursprung 0 und 
J = 0 (offene Leitung). Da 0 A = J h unabhangig von der Belastungs- 
art ist, gehen alle Kreise fur verschiedene Werte von c/? 2 durch A, 
alle Kreismittelpunkte liegen auf dem Mittellot MS auf OA. 

Die Ordinate BN von OB—J ist der Wirkstrom J cos cp 1) 
daher auch ein Mafi fiir die zugefuhrte Leistung N t = P 1 J cos q> . 
Der Ordinatenabschnitt BL verhalt sich zu BN wie P 2 : R % -j- R , 
Daher stellt BL 

J 2 R 2 == P 2 J cos <?9 2 —N 2 
im gleichen MaBstab dar wie B N 

J* (R± “|“ P x J cos cp ^ ===== N j . 

Der Ordinatenabschnitt zwischen dem Kreis und der Geraden 
OA ist proportional der sekundaren Leistung, das Verhaltnis BL.BN 
des Wirkungsgrad N 2 :N t . 

iV 2 ist am groBten fur B m auf dem Mittellot auf OA. Da 

¥i = 5p* + 3ai 

. , w , 

war, wird auch — = — 4 - Ft . 

h h 
P 

Im Diagramm ist OA== 1 =J k , OB ==J, daher die dritteSeite 
P 1 

AB==~A, sie verhalt sich zu OA wieP^rP^ Aus dem Diagramm 

ist daher femer ersichtlich, daB fiir maximale Leistung (Punkt B w ) 
P <1 =Jz 1 ist, wie friiher abgeleitet. 

Eine Verallgemeinerune: dieses Diagxamms findet sich in Kan.XIL 
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17. Leistungsmessung nach der Drei-Voltmeter-Methode. 

1st ein Stromverbraucher in Reihe mit einem Ohmschen Wider- 
^tand B geschaltet, so lautet 61. 55 

+ ( J Kf + 2 P 2 (•/ B) cos <p 2 , 

und hiermit wird die sekundare Leistung 

. . . (58) 

u it 

Man miBt also mittels je eines Voltmeters (s. Fig. 35) die Ge- 
'samtspannung P ± , den Spannungsabfall 
im Widerstand und die Spannung an 
dem Stromverbraucher und berechnet die 
JLeistung nach Formel 58. 

Diese Methode ist von Swinburne, 

Ayrton und Sumpner angegeben wor- 
den. Sie hat den Nachteil, daB ein ziem- Fig. 85. 

lich groBer Widerstand erforderlich ist. 

Damit die Genauigkeit der Messung groB wird, soil moglichst J B 
= P 2 sein, damit wird aber der Verlust im Widerstand J 2 B = P. 2 J, 

-also mal so groB wie die zu messende Leistung. 

cos cp 2 



iFraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 
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Fiinftes Kapitel. 

ParaUelschaltimg yon Stromkreisen. 

18. Grundgesetz fiir die Parallelschaltung von Stromkreisen. — 19. Der resul- 
tierende Scheinwiderstand von zwei parallelgeschalteten Zweigen. — 20. Strong 
resonanz. — 21. Leietungsmessung nach der Drei-Amperemeter-Methode. — 
22. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser. 

18. Grundgesetz fiir die Parallelschaltung von Stromkreisen. 

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben all© die 
gleiche Spannung. Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division 
der Klemmenspannung durch den Scheinwiderstand des Zweiges, und 
der Gesamtstrom ist die geometrische Summe der Zweigstrome. Es ist 

fa 

02 

38 = ? = ^^ = ^(^+^3) 

83 


3 — Si + 3 a + 3 S + $ (— 4' — 4~ r - 4* • • •) = $ 7 

v 8i 82 83 1 l 


0?1 "l - ^2 4" ^3 + • • •) = ? t) 

= $ Ox- 4 0 9 + g* +• - 4- ?'(V 4-' \ +' \ +• ■■ ■ •)]■ ■ 


Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist 


1 

8 



= r+r + r + ---’- 

81 82 83 


• (59) 


der resultierende Scheinleitwert 

t) — + 1> 2 -f- 9s • * * —9 ? • (60) 


wor * n 9 — 9i J r9>2~[~93 “1“ -■• = -£ (0*) (61) 

& = ^ + &s + ^ + --- = ^(k) (62) 



19. Der resultierende Scheinwiderstand von zwei parallelgeschalteten Zweigen. 5 1 


Die Phasenverschiebung des resultierenden Stromes ist. 

t 5 2(b,) 

g(P 9 ^ (g v ) ' 


Man addiert die Wirkstrome und die Blindstrome bzw. die 
ihnen entsprechenden Wirk- und *Blindleitwerte und setzt sie geo- 
metrisch zu dem resultierenden Strom bzw. zu dem resultierenden 
Scheinleitwert zusammen. 


19. Der resultierende Scheinwiderstand von zwei parallel- 
geschalteten Zweigen. 


Naeh 61. 59 ist 


oder 


- = ~ + ~ 
S Si fa 


S I fa 


Si + fa 


(63) 


Um diesen Scheinwiderstand graphisch zu ermitteln, verfahrt 
man wie folgt. Durch Division durch wird 


_S fa 

Si Si + fa 

Bezeichnet man die Summe -j- mit und setzt die Phasen- 
winkel cp, cp x , <p 2 , cp f , so wird auch 

z 0 (p z 2 e J<p * 


Diese Gleichung zerfallt in zwei, die erste ist 



die zweite 

<P ~~ <Pi = — C P- 

Es verhalt sich also der 
Betrag des resultierenden 
Scheinwiderstandes z zu dem 
des einen Zweiges, wie der 
des anderen Zweiges zur 
Summe, und die entsprechen- 
den Phasendifferenzen sind Fig. 36. 

gleich. 

Tragt man daher (s. Fig. 36) OA-=z 1 , 0 B = z 2 nach GroBe 
und Phase cp x bzw. <p 2 gegen eine Anfangslage auf, so ist 00 ihre 
Summe z f . Macht man nun das Dreieck ADO ahnlich dem Dreieck 
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GBO , so ist OD der gesuchte Scheinwiderstand z nach GroBe und 
Phase. Zur Konstruktion braucht man nur das Dreieck OBG nach 
OB'G' zu legen und durch A die Par allele AD zu C f B' zu ziehen. 

Beispiel. In einem Stromkreis seien eine Anzahl Gliihlampen 
in Reihe und zu jeder eine Drosselspule parallel geschaltet, um beim 
Durchbrennen einer Lampe eine ‘Unterbrechung des ganzen Strom- 
kreises zu verhindern (s. Fig. 37). Es soli untersucht werden, wie 
sich beim Erloschen einzelner 
Lampen der Strom und damit die 



rm 

. V 


rm 

\s 


im 


Lt 

r\ - v-/ - V/ . V . 


TV 

mi 

Imi 

Fig. 37. 


m 




Helligkeit der iibrigen Lampen andert, wenn die Klemmenspannung 
des ganzen Stromkreises konstant gehalten wird. 

Sei B x der Widerstand einer Lampe, B 2 , X 2 , z 2 sind die Kon- 
stanten einer Drosselspule. 

Ist z der aus der Parallelschaltung von B x und z 2 resultierende 
Scheinwiderstand, J der Gesamtstrom, so ist die Spannung einer 
Gruppe 

P' = Jz 


und der Lampenstrom 



d. h. der Lampenstrom ist stets dem Gesamtstrom proportional und 
andert sich wie dieser, man braucht daher nur die Anderung des 
Gesamtstrom es zu untersuchen. 

Die Aufgabe moge graphisch mittels der Inversion behandelt 
werden. In Fig. 38 ist OA = B 1 , OB — z 2 (und zwar das Spiegel- 
bild) und OG der resultierende Scheinwiderstand z. 

VergroBert man den MaBstab auf den wfachen Betrag, wobei 
n die Zahl der Gruppen ist, so ist OC=nz der Scheinwiderstand, 
wenn alle Lampen brennen, und OB — nz^ wenn keine Lampe 
brennt. 

Sind mLampen erloschen, so sind die Scheinwiderstande (n — m)z 
und mz 2 zu addieren. Macht man CD :OG = m:n, CD — mz , so 
daB OD — {n — m)z ist, und zieht DE parallel zu OB, so wird 

TTh 

DE — — OB = mz 2 . OE ist also die Summe aus (n — m)z und 
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. Andert sich m, so bewegt sich E auf der Geraden OB der- 
ai *b 5 daB OE:CB — m:n ist. CB ist das Diagramm der Schein- 
widerstande. 

D as Stromdiagramm bei konstanter Spannung ist daher der 
ixtir Geraden CB inverse Kreisbogen FHG , dessen Mittelpunkt M 
au .£ clem Lot von 0 auf C B liegt. OF stellt den Gesamtstrom nach 
GroOe und Phase dar, wenn alle Lampen brennen , OG wenn keine 
Lamp© brennt und OH. wenn m Lampen erloschen sind. H wandert 
Anderung der Zahl m auf dem Kreis von F bis G. 

Man sieht, daft bei konstanter Klemmenspannung die Strom- 
anderung sehr bedeutend werden kann. Sie wird urn so kleiner, je 
weniger z = OC sich von z 2 unterscheidet. Da 

_____ fli $2 __ 8*2 

hi 4" fa * i h 5 
Si 

iBt dies aber nur der Fall, wenn g 3 klein gegen d. h. der Strom 
in der Doppelspule groB gegen den Lampenstrom ist, dann ist der 
Wirkrmgsgrad der Anlage schlecht. Es ist daher zweckmaBiger, die 
Stromc[uelle nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten 
Strom zu regulieren. Wie die Spannung hierbei zu andem ist, gibt 
di© Gerade CB an. 


20. Stromresonanz. 


Ein Kondensator und eine Drosselspule sind parallelgeschaltet 
(Eig. 39). Die Scheinwiderstande der beiden Zweige sind: 


Der Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist nach Gl. 63 


h f i \ 

B i + R ‘ • + j \ mL ~^c) 

Macht man den Nenner reell, so erhalt man den 
Wirk- und den Blindwiderstand der Parallel- 



fk i 
■mi V\r~ y M3W- 

Fig. 39. 
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Wird X } Null, so vorhiiU hiVIj drr Mr«»mk * *• r - J 
Widerstand. A^ wird zumiohst Null , ^%mu ?s ^frr 
Gleichstrom (o> 0} fliellt ntir dnr h da** Di ^ pul 

samtwiderstand 1st H { . Kin Strum v**»i h*‘ioo* I tr^m 
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I 

i tr 


L 




ii 


a) Dio Widerntande Hind gltd«-li h\ ti i* /; 

Null soin harm), alter dor Wort 
Wurzel in GL (!G wird l und 
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0 


wird 






2£ 2 +?*£(<5— j 




idL cLer Betrag 


= R 


i 


/(i + e 9 ) 9 + e 9 .(*-j) S 


4e*+e 9 « — 


iV 


,0.r co —co 0 , (5=1 wird der Wirkwiderstand bei Resonanz 

, 1 + @ 2 


Rr, — R - 


2q* 


( 68 ) 


d* 1 


d endlich 


■®o 1 6* 


1 


/(i + e V + e 9 <5- 


IV 


4^ 9 ~)-((5— - 


. .(69) 


Bei kleinen Verlusten ergibt sich ein sehr ahnlicher Verlauf 
^ = f (co) wie fur die Leitwerte bei der Spannungsresonanz mit 

^olia/rf ausgepragtem Maximum. Bei groBeren Widerstanden ist das 
^rerlialten verschieden; die Kurve lauft fiir co Null und unendlich nicht 


xxa.cb. Null, sondern nach R. 


Wird 


q = 1, d. h. R — 



so erhalt 


xxi sun in Gl. 66 den unbestimmten 
NVerti Nach Gl. 68 u. 69 wird 

^ ===== = R . Der Stromkreis ver- 

jp o 

Ft alt sich bei alien Frequenzen wie 
oin Jkonstanter Ohmscher Widerstand. 

"Wird endlich p > 1 , so ist in 
Gl. 6 6 die zweifce Wurzel wieder 
gleielx 1, bei der Frequenz co 0 hat 
xnaux adeer nicht ein Widerstands- 
J^aximnm sondern ein Minimum. 

Fig. 40 zeigt • als Funktion 

Rq 



Fig. 40. 




CO 

CO n 


fiir q = 0,1 , 0,5, 1 und 2. 


lb) Sind die Widerstande ungleich aber klein gegen 


v§> 


so 


<Fas Verhalten ahnlich dem bei gleichen Widerstanden. Ist ein Wider- 
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stand groBer als l/Tj-, der andere kleiner, so ist in Gl. 66 die zweit© 

Wurzel imaginar, es gibt dann keine Frequenz melir, bei dor die 
Blindstrome sich aufheben. 


21. Leistungsmessung nach der Dm -Amperemeter- Metliode. 

Entsprechend der Methode der Leistungsmessung mit droi Volt- 
metern hat Fleming eine solche mit drei Ampereinetern angogobon. 
Schaltet man zu einem Stromkreis, der bei der Spannung P oinen 
Strom J unter einem Phasenwinkel cp aufnimmt, einen Ohtnschen 

1 P 

Widerstand R parallel, so nimmt dieser einen Strom / 2 = - auf, der 


gegen J 1 um cp voreilt. Der Gesamtstrom wird 
J* = J* -)- / 2 2 2 J 1 J 2 cos cp . 

Die Leistung des Stromes J 1 ist 

N = PJ t cos cp = J X J„ JR cos cp 
und daher 

(P — Jp — J.;-) R 




I — (7^ — vwwvv- 


/> 


Fig. 41. 


N-- 


• .(W) 


Man miBt (s. Fig. 41) die Tcilstromo und. 
den Gesamtstrom und berechnet die Leistung 
6 nach Gl. 70. 

Die Messung hat aber den gleichen Nach-. 
teil wie die mit drei Voltmetern. 


22. Korrektionsformeln fur Leistungsmesscr. 


Die meist verwendeten Leistungsmesser beruhen auf dem elektro- 
dynamischen Prinzip. Sie besitzen eine feste, vom Hauptstrom * 
des zu messenden Kreises durchflossene ,, Stroznspulo u , in doren 
magnetischem Feld eine drehbare Spule schwingt, die don Zeiger 
tragt, und die im Nebenschlufi zu dem zu messenden Stromkreis 
liegt. Der NebenschluBstrom i n hangt von der Spannung ab, und 
das mittlere Drehmoment ist proportional dem Mittelwert M (ii ). 
Der Ausschlag « ist dem Drehmoment proportional. Ist C die Kon- 
stante des Instruments, so ist Ca = M (t'ij. 

Der Hauptstrom sei um cp gegen die Spannung verzogert, der 

NebenschluBstrom um cp n , wobei cp n = arctg ist. 

L n ist die Induktivitat, R n der Widerstand der Spannungaspule. 


Ca=M (ii n ) = JJ n cos (cp ~cpj = J 


WWlT°‘ 


J R- C0S (<P — <P„) COS cp n . 
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Die Leistung ist 


N — PJ cos 99 . 


Daher wird 


N = Ca R 


cos cp 


oder 


N=CaR, 


n cos (<p — cp n ) cos <p n 

i+Jg 2 JPn 

' n l+tg(ptg(p n 


(71) 


Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, muB 
tg *P n verschwindend klein sein, dies wird durch groBe Vorschalt- 
widerstande R n erreicht. 

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je 
nacbdem die Spannungsspule an die Klemmen der Belastung oder 
an die Klemmen der Stromquelle geschaltet ist (s. Fig. 42 a und b). 

Wird die dem Stromverbraucher zugefiihrte Leistung gemessen, 
so ist bei der Schaltung Fig. 42 a von der gemessenen Leistung 

P 2 

der Verlust in der Spannungsspule — zu subtrahieren ? und bei 
Fig. 42 b der Verlust in der Stromspule P R s . 



Fig. 42 a. . Fig. 42 b. 


Wird die Leistung des Generators gemessen, so sind die ent- 
sprechenden Betrage zu addieren. 

Die Genauigkeit erforderb, daB die Schaltung gewahlt wird, 
bei der die Korrektur am kleinsten ist. 

Bei groBer Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur fur 
die Stromspule meist kleiner und Schaltung Abb. 42 b zu wahlen, 
bei klqiner Spannung und groBem Strom ist die Korrektur fur die 
Spannungsspule meist kleiner und dann die Schaltung Abb. 42 a 
vorzuziehen. 



Sechstes Kapitel. 

Zusanimengesetzte Stromkreise. 

23. Zwei parallelgeschaltete Impedanzen in Reihe mit einer dritten. — 24. Die 
Wheatstonesehe Briicke fiir Weehselstrom. — 25. Erzeugung von 90° Phason- 
verschiebung zwisohen Strom und Spannung. — 26. Die Schaltnngeri von 
Boucherot. — 27. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom. — 28. De- 
rechnung von Stromverteilungen durch Superposition. 

Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche verstanden 
werden, die z. T. durch Reihenschaltung und z. T. durch Parallel- 
schaltung entstehen. An Hand einiger Beispiele soil die Anwendung 
der graphischen und symbolischen Methoden weiter geubt werden. 


28. Zwei parallelgeschaltete Scheinwiderstande in Reihe mit 

einem dritten. 


In einem Stromkreis sind nach Fig. 43 zwei parallel© Schein- 
widerstande z x z„ mit einem dritten z 0 in 
Reihe geschaltet. Es soil untersucht 
werden, wann der resultierende Schein- 
widerstand bei Unterbrechung* eines 
Zweiges seinem Betrag nach unveranclert 
bleibt. 

Es seien in Fig. 44 z ± = OA und z^ — OB unter ihren Phasen- 
winkeln cp gegen irgendeine Anfangsrichtung aufgetragen. 



Fig. 44. 



Fig. 43. 



24. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. 
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z x sei als Ohmselier Widerstand angenommen, als ^ = 0, so 
ist die Richtung OA die Anfangsrichtung, und z 2 = OB eilt um 
coL. y 

= arctg — — gegen OA vor. 

z—OC ist der nach Soite 51 ©rmittelte Scheinwider stand der 
Parallelschaltung von z x und 2 2 . Soil nun die geometrische Summe 
von Zq und z ebenso groB sein wie die von z 0 und z 2 , so muB der 
Anfangspunkt M des Vektors M 0 = z 0 auf dem Mittellot in BC 
liegen, denn dann ist MO = M B . 

Es gibt also eine groBo Zahl von Scheinwiderstaden z 0 , bei 
denen dies moglich ist, jeder hat einen anderen Phasenwinkel cp Q . 
MO ist gegen die Ausgangslage um cp 0 im Sinne der Verzogerung 
gedreht, d. h z 0 enthalt Widerstand und Kapazitat. Liegt M in M\ 
so daB z 0 ' — M'O in die Anfangsrichtung fallt, so ist z Q ' ein induk- 
tionsfreier Widerstand; liegt endlich M in M f \ so daB M" 0 gegen 
die Ausgangslage im Sinn© dor Voreilung gedreht ist, so ist Wider- 
stand und Induktivitat vorhanden. 

Liegt das Lot auf BC parallel zur Ausgangsrichtung, so ist ein 
Schnitt mit ihr nicht mehr moglich, z 0 kann also nur noch Wider- 
stand und Kapazitat enthalten. Dies ist der Fall, wenn BC senk- 
recht zur Ausgangsrichtung liegfc, d. h. wenn z 2 cos cp 2 — z cos cp oder 
wenn B. 2 gleich dem resultierenden Widerstand der Parallelschaltung 
von z x und z 2 ist. 

24. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. 


Die Scheinwiderstande der vier Briiekenzweige in Fig. 45 seien 
z x , z 2 , z 3 , z 4 , ihr© Phasenwinkel <p x , <p 2 , <p 3 , cp x . Damit das Galvano- 
meter nicht ausschlagt, muB die Spannung zwischen den Punkten C 



nach GroB© und Phase gleich der zwischen A und D , und ebenso die 
Spannung zwischen C und B gleich der zwischen D und B sein. 
Dann ist aber auch J X = J 3 und J 3 = / 4 . In dem Vektordiagramm 
Fig. 46 ist AB dor Vektor der Klemmenspannung, de besteht aus 
den bei den Teilspannungen 

AC = J 1 z x = J 2 z 2 CB —J 3 z s —.J 4 , 
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und iiber diesen Spannnngen sind die Spannungsdreiecke konstruiert 
Durch Division der Spannungsgleichungen erhalt man nnter Beriick- 
sichtigung der Stromgleichungen 

h = h 

^3 *4 

Die Phasendifferenz zwischen den Stromen ist 

E 1 AF 1 = E»CF 2 

oder 

<Px — <P? = 9a — <Pi ( 73 ) 

Die beiden Bedingungen, die erf iillt sein miissen, konnen am 
besten folgendermaBen geschrieben werden: 

Z l Z i = Z 3 Z 3 ( 72a ) 

9 5 i + 9 , 4=9 , 3 + 9 , s ' • • ( 73a ) 

Es miissen erstens die Produkte der Betrage gegenuber- 
liegender Scheinwiderstande nnd zweitens die Summen ihrer Phasen- 
winkel gleich sein. 

Liegen an einem beliebigen Knotenpunkt zwei Ohmsche Wider- 
stande, ist also z. B. cp 1 = cp^ = 0 , so miissen die Phasenwinkel der 
beiden anderen Zweige gleich sein, d. h. cp^ — (p i% Liegen dagegen 
in gegenuberliegenden Zweigen der Brucke Ohmsche Widerstande, 
so sind die Phasenwinkel der beiden anderen auch gleich, sie haben 
aber entgegengesetztes Vorzeichen, d. h. liegt in dem einen cine 
Drosselspule, so muB in dem anderen ein Kondensator liegen. 
Es ergibt sich also die Moglichkeit einerseits Induktivitaten unter 
sich, andrerseits eine Kapazitat mit einer Induktivitat in der Brucke 
zu vergleichen. 

Vergleich von Induktivitaten. Es liegen in don Zweigen 
1 und 2 die Widerstande R x und R^. In 3 und 4 liegen 

*3 = VRf-^(wL ; f = R 3 Vl+tg>3 , 

Vi+tg> 4 . 

Da nun 9? 3 = 9? 4 werden soil, wird 01. 72 a 

R 1 R 4L = R %2 R 3 (74a) 

und ferner 

tg <p 3 = tg cp i 
cd L } j co L x 

oder 

Lo R* R . 

£ 4 = ^ = T 9 

Man gleicht daher zunachst mit Gleichstrom ab, so dab die 
Bedingung 74a erf iillt ist; bei der Abgleichung mit Wechselstrom 
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wird dann die zweite Bedingung erfiillt. Diese gilt) unabhangig von 
der Periodenzahl. 

Vergleich von Induktivitat und Kapazitat. Hierbei liegen 
in den gegeniiberliegenden Zweigen 1 und 
4 Fig. 47 die Ohmschen Widerstande JR 1 
und in 2 der Widerstand R 2 und die 
Induktivitat L : in 3 die Kapazitat G und 
parallel dazu der Widerstand R s . 

Der Leitwert des Zweiges 3 ist 


%= V ( i ) +( f0(7)2 und 


t g9 S : 


co CR* 


Der entspreehende Scheinwi der stand ist 



R» 


R* 


ferner 


Vs Vl + (coCR 3 y Vl +tg‘ 2 9 ? 3 5 


Z 2 =V R 2 2 -[- ( CO L 2 f = R 2 v 1 -(- tg 2 


Aus Gl. 72a wird » daher 


R x R± 




+ tg '>2 


+ tg>3 

oder, da dem absoluten Wert nach cp 2 — cp s sein soli, 

R 1 R i = R. 2 R i 

Da tg <p 2 = — tg cp s , wird ferner 
coL 

*7 


-r;= oCE > 


oder 


Q ^2 *®3 


: -®x • 


(75a) 


(75b) 


Nach Abgleichung der Widerstande mit Gleichstrom wird erst 
der Gl. 75a geniigt, die Abgleichung mit Wechselstrom ergibt dann 
die Erfiillung der Beziehung 75b. Diese ist auch wieder von der 
Periodenzahl unabhangig. 


Leistungsmessung mit der Briicke. 

Zur Verlustmessungin K on den sat or en bei Hochspannung 
ist die Wattmetermethode ungeeignet. Eine von der Phys. Techn. 
Beichsanstalt verwendete Briickenschaltung x ) zeigt Fig. 48. C 1 ist 
der zu untersuchende Kondensator, dessen Verlustwiderstand R x mit 


L ) Semm, Archiv f. Elektrotechnik, Bd. IX, 1920, S. 30. 
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O t in. Reihe angenommen werclo. C 2 ist ein verlustfreier (Luft-) 
Kondensator von bekannter Kapazitat, i? 3 und J? 4 kapazitats- und 
induktionsfreie Widerstand©, C A ©in veranderlicher geeichter Kon- 
densator. 

Da hier % = 0, <p 2 = — 90° ist, wird 
9 > i + 9 9 4 = — 90 ° 

und 


cos 9 o 1 — — sin <p 4 , — sin cp k = cos <p 4 . 



Ebenso wird 


y 4 Vi cos n 


coC 1 R i 


■■ z„ z. 


3 

coC. 2 ’ 


*1 

coC V 


Dor Verlust i;t N x — 



worin P x die Spannung 


an C x 


und C 2 ist. Ist R 3 gegen den groBen Widerstand R x zu vernach- 
lassigen, so ist angenahert P x gleich der Spannung der Briicke P. Da 

_R X _ R x _ 

1 cos cp x — sin <p 4 ’ 

wird nach Einsetzen des Wertes von R x 
' P * C * ■ s 

*>“ 5 IcT™*- 

worin fur klein© Winkel — sin <p 4 cs*. — tg <p 4 = R A co 0 4 gosotzt werden 
kann. 


25. Erzeugung von 90° Phasenverschiebung zwischen Strom 

und Spannung. 

Eiir MeBzweck© (Zahler) ist es oft notig, eine Phasonverschiebung 
von genau 90° zwischen dem Strom einer Zahlerspule und der 
Spannung zu erzeugen. Da ©ine Drosselspule stets einen gewissen 
Ohmschen Widerstand hat, ist der Strom gegen die Spannung an 
der Spule urn weniger als 90° phasenverschoben, es sind daher bo- 
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werden sollen. (Ein© ausf iihrlich© Zusammenstellung s. Waltz, 
ETZ 1905, S. 230.) 

Method© von Hummel (Fig. 49). Parallel zur Zahlerspule 
mit d©m Scheinwider stand z 0 liegt ein Ohmscher Widerstand E 1 und 
in Reih© mit beiden ein© Drosselspule 
. Es soil nun der Strom J 0 der 
Zahlerspule gegen die ganze Klemmen- 
spannung P um genau 90° verzogert 
sein. 

Fig. 50 zeigt das Vektordia- 
gramm. Dem Strom J 0 eilt die 


Zo 


pTOfr 1 



fii 


Fig. 49. 



Spannung J 0 z 0 um cp 0 = arctg ^ vor, in Phase mit J 0 z 0 liegt der 
Strom J, im Widerstand R x . Der Gesamtstrom J ist die Summe 

^ j|T 

aus J 0 und J x , ihm eilt um <p 2 = arctg die Spannung .Jz 2 vor, 

die mit J 0 z 0 zusammen die Klemmenspannung P ergibt. 

Die Beziehung zwischen den Scheinwiderstanden, damit P gegen 
J 0 um 90° voreilt, ergibt sich wie folgt. 

Es ist 

Si = 3° und S = 3 o + 3i = 3o^ 1 ^ ! > 

ferner 

? = 3 0 to + 3 h — 3o(&0 ”1 & 2 ) = So 3 • 

Das Verhaltnis zwischen P und J 0 ist also durch den Schein- 
widerstand § ausgedriickt, in diesem muB der Ohmsche Widerstand 
Null sein. Es ist 

p Y , (gi, i *o) ^ 

§ — JX Q -J- ] -A-o "T" ft 

R x {R n 4- P») 4“ R n R^— x -2 -K f( P i + Bp) x « + * 0 (P, + g g)] 

__ — gp 

Der reelle Toil wird Null, wenn 

» X n X,-R (t R, 
jKl— P, + P 2 


( 76 ) 
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ist. Der Blindwider stand ist 

(■B 1 + JB 0 )Z 9 + (i ? 1 + JZ 9 )J 0 

R, 


X-- 


Setzt man den Wert aus (76) fur R x ein, so wird 


X: 


X q ^ H X 2 

: X^X”=~i2 0 X‘ 


( 77 ) 


Methode von Gorges (Fig. 51). Hier liegen zwei Zahlerspulen, 

deren Scheinwiderstand z 0 sei, in 
zwei gegeniiberliegenden Zweigen 
einer Briicke, in den beiden an- 
deren Zweigen gleichgroBe Ohm- 
sche Widerstande R v Die Punkte 
C und D der Briicke sind dureh 
den Ohmschen Widerstand R 2 
verbunden, und vor die Briicke 
ist eine Drosselspule z 3 geschaltet. 
Aus der Symmetric folgt, daB 
die Strome und Spannungen der beiden Spulen z 0 unter sicb und 
ebenso die der beiden Widerstande R x unter sich gleichgroB und 
in Phase sind. In dem Diagramm Fig. 52 bilden also die Spann- 
nungen der vier Briickenzweige ein Parallelogramm ACBD , in 

dem AC = DB = J 0 z 0 ist und gegen J Q um (p 0 — arctg— ^ 

r o 

voreilt, wahrend AB = GB — J X R X in Phase mit J 1 ist. DC ist 




die Spannung zwischen den Punkten D und C der Briicke und 
gleich E ^ R% in Phase mit dem Strom , der sich als geome- 
trische Differenz von J x und J Q ergibt. Die Spannung an der 
ganzen Briicke ist die Summe aus J Q z Q und J x R x und gleich 
AB, imd der gesamte Strom J die geometrische Summe aus J 0 und 
J x . An AB reiht sich nun die Spannung J z 3 der Drosselspule, so 
daB die Klemmenspannung P — AE dem Strom J 0 um 90° 
voreilt. 
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26. Die Schaltungen von Boucherot 

Von Boucherot wurden einige Schaltungen angegeben, die unter 
dem Namen „Kondensator-Transformatoren“ bekannt sind, und die 
zur Transformierung einer konstanten Spannung in einen konstanten 
Strom dienen. Hiermit soil in Anlagen mit in Reihe geschalteten 
Bogen- oder Gliihlampen die Unabhangigkeit des Stromes von der 
Zahl der in Reihe geschalteten Lampen erreicht werden. 

Bei der einen Schaltung ist parallel zu dem 
. Lampenstromkreis, dessen Scheinwiderstand z 0 sei, 
nach Fig. 53 ein Kondensator und vor das Ganze 
■eine Drosselspule geschaltet. Ist J x der Ladestrom 
des Kondensators, so ist 


z o J 0 

- x - *- x - x - x x - 




1 coG 


: So 8o 


Oder & = j%obo mC 
S = So + Si = So(l +jcoC h ). 

Dio Klemmenspannung ist 

$ = So 80 + i 5 w L = So bo + i m L (* + J 03 G So)] 
= S 0 [So (1 — co i LG)-\-j coL } . 


Pig. 53. 


Macht man 

col 

so wird J 0 unabhangig von z 0 

So = 


1 

: ^7o’ 


' 9 oL' 


Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensatorstrom- 
kreis und die Drosselspule widerstandsfrei sind. 

Setzt man coL — - ^-- = Z, so ist der Gesamtstrom 
co G 


3 : 


3o 1 1 + i 


sh 

x 


und nach Einsetzen des Wertes von 

3 = Jlj (bo ? ^ ) > 




• z) 2 . 


1st der Belastungsstromkreis unterbrochen, d. h. B 0 und Z 0 = 00 , 
so wird J— 00 , beim sekundaren KurzschluB dagegen, R Q = Z 0 = 0, 

wird J= ~ . 

Z 


tt Av#l 
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Bei ©iner zweiten Schaltung sind Kondensator und Drosselspule 
der Abb. 53 miteinander vertauscht, die Beziehungen sind ganz 
analog. 

Ein© weitere Schaltung ist di© Bruckenschaltung Fig. 54. Hier 
n sind wegen der Symmetri© di© Strom© und 

Spannungen der bei den Kondensatoren unter 
sich, und di© der bei den Drosselspulen unter 
sich gleich. Es ist 



Si + So = 


: cy 
o 2 






Eliminiert man so wird 
1 


Wird wieder coL- 


coC 


gemacht, so ist 


(oC. 


+ ? 


So 
co C 


So = —3 $ <° C— — j 


co L 


So* 


unabhangig von der Impedanz z Q . 

Der Gesamtstrom ist 

3 = Si + 3 2 = 2S 2 

Setzt man wieder coL — — ~ = X, so ist nach dem zweiten 

co C 

Kirchhoffschen Gesetz fur eine der Maschen AGD oder CBD 
9 Sa -Z’ + So 80 = — 9 Si — 9 (S 3 — So) X 


2S 9 = So(1+^# 


S = 2 So — S, 


Sa So 9 So 


$ 


X X 3 


So- 


Auch hier wird der Primarstrom bei offenen sekundaren Klemmen 
(z 0 = 00) unendlich groB, dagegen wird er bei kurzgeschlossenen 
sekundaren Klemmen (z 0 — 0) gleich Null. 

Der praktischen Verwertbarkeit dieser Schaltungen fiir Stark- 
strome steht die hohe Scheinleistung der Drosselspulen und Konden- 
satoren entgegen. So wird fiir die erste Schaltung das Verhaltnis 
der Scheinleistung des Kondensators zu der des Verbrauchstrom- 
kreises 


P c 2 co 0 

T2 Z 

J o z o 


(Jo z 0 ) a co C 


z 0 coC, 


fiir die Drosselspule 


PcoL coL 


T 2 - 

J 0 . 


coL 


■ 2 sin cp 0 , 
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Das letzte Verhaltnis wird ein Minimum fiir cdL = z q , und ist 
fiir cp 0 — 0 gleich 2, die Scheinleistung der Drossolspule wird zwei- 
mal so groB wie die der Belastung, die des Kondensators ebenso 
groB, zusammen gibt dies die dreifache Scheinleistung. Berechnet 
man die kleinste Sumrne, so erhalt man fiir die Drosselspule 
1,5 V2 = 2,121 5 fiir den Kondensator |y 2 = 0,707, 

zusammen die 2,828 fache Scheinleistung. 


27. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom. 


Oft wird verlangt, daB die Spannung am Ende einer Leitung 
unabhangig von der Belastung konstant gehalten werde, wenn die 
Spannung am Leitungsanfang konstant ist. Hierzu verwendet man 
einen leerlaufenden Synchronmotor, der am Leitungsende an- 
geschlossen ist. Er hat die Eigenschaft, je nach der Erregung seiner 
Pole einen voreilenden oder nacheilenden Blindstrom aufzunehmen 
dessen GroBe durch die Erregung einstellbar ist, die Einstellung 
kann selbsttatig erfolgen. Der Wirkstrom, den er zur 
Deckung seiner Leerlaufverluste aufnimmt, kann, weil 
klein, im folgenden auBer Betracht bleiben (oder zum 
Belastungsstrom der Leitung gerechnet werden). 

In dem Vektordiagramm Pig. 55 ist der Be- 
lastungsstrom «/ 2 am Ende der Leitung gegen die dort 
herrschende Spannung P 2 um <p 2 verzogert, der Blind- 
strom des Synchronmotors J 0 um 90° voreilend, die 
Summe ist der Leitungsstrom dem der Spannungs- 
abfall J x z in der Leitung entspricht. Die Summe von P 2 und J x z ist 
die Spaimung P ± am Leitungsanfang. Die Spannungsgleichung ist 
somit 

$* + (3. + 3o)i = *i 

und durch Division durch § die Stromglei chung 



Fig. 55. 


0 8 


% 

8 

Vi 

8 


ist der KurzschluBstrom der Leitung bei der Spannung *J$ 2 , ebenso 


der KurzschluBstrom fur 

^ _ 


Tragt man in Fig. 56 


8 


0 A um verzogert gegen $ 2 auf, 


hieran = unter <p 2 gegen und ^ 0 = BC um 90° gegen 


voreilend, so ist OC-- 


: — . Soil und ^ konstant sein, so muB 
8 S’ 


bei Veranderung von g 2 3o 80 andern, daB sein Endpunkt C 
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auf dem Kreis mit dem Radius — liegt. Es gibt eine Grenzbe 

lastung, bei deren Uberschreitung die gewiinschte sekundare Spannunj 
nicht mehr erreicht wird. Die Grenze ist durch den Schnitt de 
Kreises mit der Ordinatenachse (P 2 ) gegeben. Es muB somit di 
Bedingung erfiillt sein: 


P, P 

~ COS Cp h J 2 COS 


P L>ii oo ia + cosft 

•*9 r 


Die GroBe des Stromes J 0 berechnet sich aus 


J 0 = BC- 


= y Sin <Plc + J* Sin <P* — \ (~j 


■ cos Cp h -f- J 2 cos 9 9 2 



tu/ 

jVz 

dk 

V? 


Im Grenzfall wird der Ausdruck untei 
dem Wurzelzeichen Null. 

Bei unbelastetem Netz miiBte J () negatn 
(nacheilend) und gleich AD sein, seine GroBe 


folgt aus Gl. 79 fur J 2 




0 j,. ^ len, daB der groBte nacheilende Strom (bei 

J ' Leerlauf) ebenso groB ist wie der groBte vor- 

eilende Strom (bei Vollast). Dieser Fall berechnet sich wie folgt. 
Es ist bei Vollast 


! Um den Synchronmotor gut auszu- 

j£ nutzen, wird man die Verhaltnisso so wah- 


P o \2 fp 

~ cos (p h + J 2 cos 95 2 J + (^- 9 sin <p k -f J, sin tp 9 — J ( 


und bei Leerlauf 


P \ 2 fP 

~7 cos <P » + Msin^ + ^o 


Setzt man die rechten Seiten einander gleich, so wird 

^_‘ 7 o_ cos (y fe — y«) + K 

Jo 2 sin <p fc -|- £ sin <p 2 


worm zur Abkurzung f = J 2 z 2 : P 2 gesetzt ist. 

Das Verhaltnis <5 der Strome, das auch das Verhaltnis der 
Scheinleistungen des Synchronmotors und der Belastung ist, hangt 
in erster Linie von cp k und <p 2 und uur zum kleineren Teil von f ab. 
Das Verhaltnis der primaren zur sekundaren Spannung berechnet 
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28. Berechnung von Stromverteilungen durch Superposition. 

Die Berechnung der Stromverteilung in Netzen mit Maschen 
und Knotenpunkten erfordert die Aufstellung eines Systems von so 
vielen linearen Gleichungen wie resultierende Scheinwiderstande 
zwischen je zwei Knotenpunkten vorhanden sind. Andert sich die 
Belastung eines Zweiges, so andern sich im allgemeinen die Strome 
aller Zweige und der Gesamtstrom; die Rechnung wird dabei lang 
und uniibersichtlich. Da die Gleichungen linear sind, laBt sich die 
Berechnung durch Anwendung des Superpositionsprinzips oft 
wesentlich vereinfachen. Dies sei an einem einfachen Beispiel er- 
lautert. 

Berechnung einer Briickenschaltung, Fig. 57. Sind die 
fiinf Scheinwiderstande z ± bis z 5 untereinander 
verschieden, so waren zur Ermittlung aller 
Zweigstrome schon fiinf Gleichungen, etwa zwei 
Maschen und drei Knotenpunktsgleichungen 
aufzustellen. Dies vereinfacht sich mittels der 
Superposition wie folgt. Zunachst werde fiir 
den Strom und die Spannung jedes Zweiges 
eine Richtung als positiv angenommen, wie in 
Fig. 57 durch Pfeile angedeutet, sie ist willkiirlich, ist aber fiir alio 
Rechnungen beizubehalten. 

Die wirkliche Stromverteilung werde aus zwei anderen zu- 
sammengesetzt. 

1. Die Querverbindung CD sei unterbrochen, also J 6 —0. 

2. Der noch unbekannte Strom J 5 werde iiber die Klemmen D 
und C von auBen in die Briicke ein- bzw. fortgeleitet. 

Damit die Superposition den wirklichen Zustand ergibt, muB 
die geometrische Summe der in beiden Fallen vorhandenen Span- 
nungen an den Hauptklemmen AB die Netzspannung P ergeben 
und an CjD die Spannung P 5 =J 5 z 6 . Besteht im ersten Fall an 
AB die Netzspannung P, so muB im zweiten Fall dort die Spannung 
Null sein, d. h. diese Punkte sind fiir den zweiten Fall als wider- 
standslos verbunden anzusehen. 

Damit ergeben sich zwei einfach zu berechnende Schaltungen. 
An den Klemmen CD erhalt man zunachst im ersten Fall eine 
Spannung P 5 '. Im zweiten ist eine Spannung P 5 " zuzufiihren. Diese 
ist, wenn der Scheinwiderstand der iiber AB kurzgeschlossenen 
Briicke in bezug auf CD kurz mit z k bezeichnet wird, 

( 81 ) 

wobei das negative Zeichen daher riihrt, daB P 5 " als auBere Span- 
nung von D nach C gerichtet ist, wenn J n bei D in die Briicke ein- 
und bei C fortgeleitet wird. 
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Resultierend wird somit 

oder nach Einsetzen des Wertes aus 61. 81 

= S 5 (h + hh\ (82) 

woraus hervorgeht: Man erhalt den' Strom J 5 , wenn man die bei 
offenem Zweig CD dort bestehende Spannung P 5 ' in diesem Zweig 
bei kurzgeschlossenen Hanptklemmen wirken lafit. 

Es berechnet sich nun zunaehst P 5 ' bei offenen Kiemmen CD 


ferner 


und nach 61. 82 




h 


h 


H z 


83 +84 81 + 82 

hi S2 1 hs ^4 


85 : 


81 + 3 

. $5' 


83 + i 


85 + h 


. . . (83) 
. . . (84) 
. . . (82a) 


Die Teilstrome bis ^ und der Gesamtstrom (5 sind 


% 


3s 


T' 

81 + 82 

_L cv 02 

+ 81+82 

y 

cv h 

81 + 82 

8 81 + 82 

=i _l_ 


83+84 

5 83 + 84 

_ ¥ 

1 . 

+ 3 6 rir 


3 = Si + S 3 = 3 2 + S 4 = ? 


+ 3 5 


83 


81 


U3 +84 81 + 32-1 


81 + 82 83 

S' + Ss 


+ 34-1 

K 

$ ‘ 


(85) 


Wie die letzte Gleichung zeigt, ist J die geometrisehe Summ< 
aus dem bei offenen Kiemmen CD bestehenden Strom J' unc 
dem mit dem (komplexen) Verhaltnis multiplizierten Stron 

3 6 - Es ergibt sich somit die Regel zur Berechnung der An derung 
des Gesamtstromes, wenn der zuvor offene Zweig eingeschaltei 
wird: Die Anderung des Gesamtstromes ergibt sich durch Multi 
plikation des Stromes des hinzugeschalteten Zweiges mit dem Ver 
haltnis der Spannung an den offenen Kiemmen zur Netzspannung 
Anderung der Belastung. Die Leistungsgleichung erhal 
man durch Multiplikation der Stromgleichung mit der Netzspannung 
P. wobei nach der Resel Kan. ITT K. 84- die Leiatiina- ak Her reelk 
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Teil des Produktes aus dem Vektor der Spannung und dem zum 
Strom konjugierten Vektor erhalten wird. 


[¥3*]r=[?3T i 0r 






Der erste Ausdruck rechts ist die Leistung bei offenen Klemmen, 
der zweite der Leistungszuwachs. Dieser ist im allgemeinen ver- 
schieden von dem Wert jjp 5 ' S 5 ^]r * 1st namlich P 6 ' gegen P uni 
einen Winkel y phasenverschoben, J 5 gegen P r ' um cp r J somit gegen 

m ' 

P um (pr/ J r y ) so ist Q 5 um y gegen 8 5 und um cp 6 ' 2 y gegen 

P phasenverschoben und der Leistungszuwachs wird P 5 'J 5 cos (<p^ -j- 2 y). 
Dem Produkt [$ 5 ' 8 5 k ] r entspricht hingegen eine Leistung P 5 '/ 5 cos (p 6 r 
Die beiden Ausdriieke werden in folgenden Fallen gleich: 

1. Wenn alle Phasenwinkel Null, d. h. alle z Wirkwiderstande sind. 
Hier gilt die Leistungssuperposition, wobei der Belastungs- 
zuwachs gleich ist dem Produkt aus dem Strom des hinzugeschalteten 
Zweigs und der Spannung an den offenen Klemmen. Sie trifffc bei 
Gleichstrom stets zu. 

2. Wenn y = 0 oder 180° ist, d. h. wenn P r / mit P gleichphasig ist. 
In unserem Fall trifft dies zu fur 


und <Ps — Vi = P* — 

Ist dabei z x <! z 2 , z 4 0 3 > so ist y — 0, im andern Fall 180°. 

3. Ist <p 6 ' = 90°, so ist der Leistungszuwachs nur Null, wenn 
gleichzeitig y = 90° oder Null ist. 

In alien anderen Fallen ist der Leitungszuwachs 
P 5 ' J 5 (cos cp b f cos 2y — sin <p h ' sin 2 y ) . 

Eine Verallgemeinerung dieser Beziehungen ist in Kap. XII ab- 
geleitet. 


Siebentes Kapitel. 

Mehrwellige Strome. 

29. Darstellung durch Fouriersche Reihen. — 30. Ermittlung der Amplituden 
der Fourierschen Reihe. — 31. Besondere Kurvenformen. — 32. Arithmetische 
Analyse. — 33. Graphische Verfahren. — 34. Effektivwert und Leistung mehr- 
welliger Strome. — 35. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Strome. 
— 36. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen. — 37. Stromverzerrung 
durch Kapazitat und Selbstinduktion. — 38. Graphische Darstellung von mehr- 
welligen Stromen. 

29. Darstellung durch Fouriersche Reihen. 

Die in der Technik verwendeten Wechselstrome weichen im 
allgemeinen mehr oder weniger von der Sinusform ab. Wir er- 
weitern daher unsere Betrachtung auf periodische Strome, deren zeit- 
licher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat. 

Die rechnerische Behandlung solcher Strome beruht auf der 
Reihenentwicklung nach Fourier. 

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dar- 
gestellt werden durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Peri- 
odenzahlen sich wie ganze Zahlen verhalten; die Zahl der Glieder 
der Reihe kann endlich oder unendlich groB sein. 

Dies bedeutet, daB man sich einen beliebigen periodischen Strom 
zusammengesetzt denken kann aus einer sinusformigen Grund- 
welle von derselben Frequenz wie der periodische Strom, und einer 
endlichen oder unendlichen Zahl von dariiber gelagerten sinus- 
formigen Oberwellen, deren Frequenzen 2, 3, 4, . . . mal so groB 
sind wie die der Grand welle. 

Aus diesem Grande nennt man Wechselstrome von beliebiger 
Kurvenform mehrwellige Wechselstrome. 

Die Gleichung einer Oberwelle ist 

K = i» m 8m{xa>t-\-'ip K ) ( 86 ) 

Hierin ist x eine beliebige ganze Zahl, co die Kreisfrequenz der 
Grundwelle, xco die Kreisfrequenz der betrachteten Oberwelle von 
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Die Gleichung der aus unendlich vielen Wellen zusammen- 
gesetzten periodischen Stromwelle ist daher 

x=oo x = co 

i = y,i x = *2 i xm Bin. (x cot -If- y> H ), .... (87) 

x=0 x=0 

worin fiir x der Beihe nach alle ganzen Zahlen von 0 bis oo einzu- 
setzen sind. Dies ist die allgemeinste Form einer Fourierschen Beihe. 

Entwickelt man in Gl. 86 

i K m sin [x co t -j- yj K ) — m cos yj„ sin x co t -f- i H m sin \p x cos x co t 
und setzt 

cos ipx ==■ Qj x , m sin \px = b H . . • . (8$) 

so wird 

iyt = &K sin x cot — j— b x cos x cot (86a) 

Hier ist jede Oberwelle in zwei um eine Viertelperiode gegen- 
einander phasenverschobene Wellen von gleicher Frequenz mit den 
Amplituden a * und b x zerlegt. Es ist 

4m = V«* 2 + 6 * 2 > tg V* = — (89) 

d K 

Fur x = 0 ergibt Gl. 86 a 

\ = K 5 

also einen Gleichstrom, alle anderen Werte von x ergeben dagegen 
Wechselstrome. 

Hiermit kann die Gleichung eines beliebig periodischen Stromes 
geschrieben werden 

x == on x ~ oo 

i — sin x cot -{-bQ-^^bx cos x cot . . . (87 b) 

X = 1 X = 1 

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und 
einer Beihe von Sinusstromen verschiedener Frequenzen zusammen- 
gesetzt sein. 

Die Moglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes fiihrt 
uns dazu, von den periodischen Stromen noch die r einen Wechsel- 
strome zu unterscheiden. 

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert 
wahrend einer ganzen Periode gleich Null, d. h. es wird in einer 
halben Periode durch den Leiter eine ebenso groBe Elektrizitatsmenge 
in der einen Bichtung bewegt wie wahrend der folgenden Halb- 
periode in der anderen Bichtung. Da alle Oberwellen wieder Sinus- 
forin haben, gilt dies auch fiir sie. 

Fiir einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und 
einer Anzahl Oberwellen besteht, ist daher das Integral 

T 

n = f o. dt 
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fur eine ganze Period© gleich Null. Die von der Stromkurve ir 
der Abszissenachse gebildeten positiven und negativen Flachenstfic] 
sind gleichgroB (s. Fig. 59 bis 61). Einen solchen Strom bezeichn 
man als reinen Wecbselstrom. 

Sind dagegen die positiven und negativen Flachenstiicke nic 
gleichgroB, wie in Fig. 58, so bedeutet dies, daB die in ein 
Richtung bewegte Elektrizitatsmenge groBer ist als die in d 

anderen. Dies wird durch das Vc 
handensein eines Gleichstromes in d 
Stromwelle bedingt. Er ist in d 
Gl. 87b durch das Glied b 0 darg 
stellt, und die in einer Periode b 
wegte Elektrizitatsmenge ist q o = b 0 
Verschiebt man in Fig. 58 die A 
szissenachse X — X parallel zu si< 
eelbst, bis die von der neuen Ach 
X' — X' und der Stromkurve b 
grenzten positiven und negativen Flachenstiicke gleichgroB sind, 
ist der Abstand der neuen Achse von der alten gleich b 0 . 

Das Fehlen dieses Gliedes kennzeichnet einen reinen Wechselstro: 

Die durch Induktion in rotierenden Maschinen und in Trar 
formatoren erzeugten Wechselstrome sind reine Wechselstrome. Dei 
der InduktionsfluB l F durch eine Spule ist eine periodische Fuhkti< 
der Zeit, er ist zur Zeit (t-\-T) ebenso groB wie zur Zeit t. 

Die in einer Windung induzierte EMK ist 


dW 



T 

daher — J e dt = W [T) — l F [0) = 0 . 

o 

30. Ermittlung der Amplituden der Fourierschen Reihe. 

Es soli nun gezeigt werden, wie fiir eine beliebige periodisc 
Funktion die Koeffizienten b 0 und b H der Reihe Gl. 87b ermitt< 
werden konnen, wenn das graphische Bild der Funktion gegeben i 
Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Abszissen mit x anstatt n 
wt, die Ordinaten mit y . Die Lange der Welle auf der Abszisse 
achse ist dann 2 n. Bezeichnet nun x die besondere Welle, der 
Koeffizienten gesucht sind, und X die beliebigen Werte von x, 
multipliziere man alle Ordinaten y mit dem zugehorigen sin^^.u] 
bilde den Mittelwert fiber eine Periode. Dieser ist 
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Da hierin 


7.— qo X— oo 

y — 2 a;. sin X x -j- b 0 -f- 2 h. cos 2 a; , 


i=i i=i 

erhalt man eine Reihe von Produkten von den drei Formen: 

2 n 

1* ~~ | ax sin X x sin x xdx 


2 . 


3. 


2-tt 




o 


2rr 

cos A £ sin xx dx . 


Von diesen Integralen werden alle Null, bis auf jenes der ersten 
Form, bei dem l = x ist. Dieses wird 

2 jc 

a x 


1 r 

— — a * 

2nJ 


si n 2 xxdx-- 


Es ist daher 


z zt 

1 r • 

a x = — \y gm % 

71 J 


xdx 


. . (90) 


Multipliziert man zweitens alle Ordinaten y mit cos;* a; und 
bildet den Mittelwert iiber eine ganze Periode, so wird ganz analog 

2 st 


b K = -- \y cos% 

n J 


xdx (91) 


Endlich ist der Mittelwert der Ordinaten y wahrend der ganzen 
Periode 

2 jc 

l o == 2n\ ydx ' ( 92 ) 


31. Besondere Kurvenformen. 

1. Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wechsel- 
stromen ist die negative HalbweHe das Spiegelbild der positiven 
Halbwelle in bezug auf die Abszissenachse. Es sind also jeweils zwei 
Momentanwerte im Abstande einer halben Periode entgegengesetzt 
gleich (s. Fig. 59) d. h. 
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Bei einer solchen Kurve fallt das Glied b 0 fort, die Ordinal 
die zur Abszisse x gehort, hat nach Gl. 87a den Weft 
y x = 2Ja x sin ^ x -f- 2J b'l cos x x , 


und zur Abszisse x -f- n gehort die Ordinate 

y^x+jt) — £a>c sin x (x -f- n) 2 b x cos x (x -[- jt ) . 

Es ist 


sin x (x -J- n) = sin (x x -)- x ji) = ( — 1)* sin x x 
cos x(x-\-7i) = cos (x x -j- x ri) — ( — 1)* cos x x . 



Die Bedingung 93 wird also nur 
fullt, wenn x eine ungerade Zahl ist, 
es folgt: 

Eine periodische Kurve, de 
negative Halbwelle das Spiegell 
der positiven in bezug auf die 
szissenachse ist, enthalt nur ur 
radzahlige Oberwellen. 

Berechnet man fur eine so 
Kurve die Koeffizienten a„ und b x i 
Gl. 90 und 91, so ist bei Bildung 
Produkte 


y {x + 7 z) sin x(%-\-n) = y x sin % x , 
y( X + „ ) cosx(x-\-7i) = y x cosxx . 

Hieraus folgt, dab die Integrale fur die positiven und n 
tiven Halbwellen denselben Wert haben. Man braucht daher 
Integral nur fiber eine halbe Periode zu erstrecken und erhalt 




. . . 

. . . (90s 

u 

ft 


2 r 

b„ = — \ y cos xxdx . . . 

. . . (91 j 


0 


2. Ist eine Kurve in bezug auf den Ursprung symmetr 
(s. Fig. 60), so ist 

y [ - x) = — y x 

und yvn-x) = — y x (9< 

Da 

y { 2;r—a?) = 27 a* sin x (2 n — - • x) -f- 2J b H cos x (2 n — x) 
und sin x (2 n — x) — sin (2 n x — x x) =. — sin x x 

cos x (2 n — x) = cos (2 n x — x x) = -f- cos x x , 
folgt, dab die Bedingung 94 nur von den Sinusgliedern erf 
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3. 1st bei einer Kurve einerseits die negative Halbwelle das 
Spiegelbild der positiven in bezug auf die Abszissenacbse und ist 
sie andrerseits in bezng auf den Ursprung symmetriscb (s. Fig. 61), 
so erhalt sie nach varstebendem nur nngerade Sinusglieder. Hier ist 

y^-x) — y x • 

Fur unger ade Werte von x, die hier nur in Frage kommen, ist 
sin x (n — x) = sin x x , 

und daher 

Vi? r~x) sin * (n — x) = y x sin xx . 



Fig. 60. Fig. .61. 


Hieraus folgt, daJB das Integral Gl. 90 a in den bei den Half ten 
•der Halbwelle von 0 bis nj 2 und von nj 2 bis n den gleichen Wert 
hat. Man braucht also nur von 0 bis nj 2 zu integrieren und erhalt 



(90b) 


Beispiele. 1. Die rechteckige Stromkurve (Fig. 62), die durch 
Kommutierung eines Gleichstromes erhalt en wird, entspricht dem 
dritten der soeben besprochenen Falle. Sie hat daher nur ungerade 
Sinusglieder und es kann Gl. 90 b verwendet werden. 



Fig. 62. Fig. 63. 


Die Ordinate y hat den konst anten Wert J, daher ist 


si I 2 

4 C T - j 4 J 4 J 

a it = — I J sin xxax = cos xx — 

n . n x 


71 X 
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Durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir x erhalt man so- 
mit die Gleichung der rechteckigen Stromkurve 

y = ~ J ^sin#-f- ~ sin 3x 4- ~ sin hx -f- • • • j . . (95) 


Die Amplituden der Oberwellen sind ihrer Periodenzahl urn- 
gekehrt proportional. 

2. Die Trapezkurve (Fig. 63). Sie ist von Wichtigkeit fiir die 
Feldform von Wechselstrommaschinen. Auch hier kann 61. 90b 
verwendet werden. Hier ist 

cc 

y = J— von x = 0 bis x — a 
* a 


y—J von x — a bis x - 


Daher 


% 


} a 2 

J sin xx dx — — J ( — x sin x xdx si nxxdc 

n \ a J J 


Das erste Integral ist 


' 1 fsm^a; xcosxx 

xsmxxdx — — ^ 

L 


a Lx* x 

sin x a cos x a 


x — cc 

x = 0 


ax - 


x 


das zweite Integral ist 


Daher wird 


2 

j sin xxdx 

a 


cos x a 
x 


a* 


4 J 
nax 2 


si nxa, 


und durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir x erhalt man die 
Gleichung der Trapezkurve 


■4 J 
7i a 


sin a sin x -j- ~ sin 3 a sin 3 x ~J~ ~ sin 5 a sin 5 x I (96) 
y 


Besondere Falle des Trapezes. 

a) Fiir das Dreieck ist a = n{2 und sin^6c== + l, wobei das 
oder — -Zeichen gilt, je nachdem ^ = 4^+1 ist, worin n eine 
ganze Zahl oder 0 bedeutet. Daher ist 


8 r 

y =—J 


i . 0 , i . ; 

srna; — — sm 3x -f- — ■ sm 5 x - 

y a U 


b) Fiir das Bechteck ist a = 0. Der Grenzwert 


sinx a 


(97) 

nahert 


x a 
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sich fur cc — 0 dem Wert 1, daher ist, wie schon zuvor gef unden, 

4 J 

^^'nx (s. Gl. 95). 

c) 1st xct — n oder ein Vielf aches davon, so wird sin^ri; = 0. 
Die Oberwelle der Ordnung x=nja und die Vielfachen fallen fort. 
Da nun nach Gl. 96 bei dem Trapez die Amplituden der Ober- 
wellen umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer Periodenzahl sind, 
ist nachst der Grundwelle die dritte Oberwelle am groBten. Das Trapez 
nahert sich also am meisten der Sinusform, wenn die dritte Ober- 
welle fortfallt, hierzu muB somit a = oxj 3 sein. In dieser Kurve sind 
dann nur noch Oberwellen der Ordnung x — (6% + 1) enthalten, und da 

7Z 1 - 

sin;*# = sin (6^+1) — = + V 3 , 

3 2 

wird fur das Trapez mit a = nj^ 

6 V 3" r ( . 1 . K , 1 . \ 

y _ — __ J gm x — sm o x 4- — - sin lx — .... 

n- \ 2o 49 / 


Diese Betrachtung gibt den Grund an, 
einer moglichst sinusformigen Feldverteilung 
bei vielen Wechselstrommaschinen nur 2 / s des 
Polbogens bewickelt werden. 

3. Die ' Kurve des kommutierten Sinus- 
stromes (Fig. 64). Bei dieser Kurve ist 


weshalb zur Erzielung 



y(-*) = y{+x)> 


woraus folgt, daB hier nur die Kosinusglieder vorhanden sind; auBer- 
dem enthalt sie einen Gleichstrom. 

Setzen wir in Gl. 91 


und 
so ist 


- JL 

h H = — J * y cos x 


x dx 


y = J sin x von x = 0 bis x = tz 
y— — J sin x von x — jt bis x = 2 n , 


2 7t 




sin x cos x x dx 


J sin x cos xxdx — sir 

"0 n 

n 

— I— f [ s i n (x-\-l )x — sin (x — 1) x] dx 

2 71 J 

o 

2 7t 

— ~2~~j ( x ■*■) x — s * n ( x — 1) *] 


yri -(-i)' 


(x + l) 
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Dieser Ausdruck wird Null, wenn x ungerade ist; es bleibe 
nur die geradzahligen Oberwellen. Ist x gerade, so wird 




2 J 


X \_X-\-l 

Nach Gl. 92 wird ferner 


4 J 


nix 


(** — !)' 


, J f 

6 0 = -- si 

71 

v 


sin x dx ■ 


2 J 

71 


Daher die Gleichung des kommutierten Sinusstromes 


2 J 


71 L 


2 cos 2 x 2 cos 4x 2 cos 6 x 


1-3 


3*5 


57 


(98) 


32. Arithmetische Analyse. 


Die technisch vorkommenden Wechselstromkurven lassen sic’ 
nicht in so einfacber Weise in ihre Teilwellen zerlegen, wie di 
bebandelten Beispiele. Um eine mehrwellige Stromkurve zu analy 
sieren, verwendet man ein angenahertes Verfahren, indem man di 
Integration ersetzt durch eine Summation einer endlichen Zahl vo] 
Ordinaten, die in einem endlichen Abstand voneinander liegen. 

Die dadurch erhaltene Annaherung an die wirkliche Fouriersch 
Reihe wird im allgemeinen um so groBer, je mehr Ordinaten ver 
wendet werden. Da die Verwendung einer groBen Anzahl voi 
Punkten aber sehr umstandlich ist, beschrankt man sich auf kleiner 
Zahlen, und es soli zuerst untersucht werden, in welcher Weise di 
Zahl der Ordinaten das Verhaltnis der aus der Rechnung erhaltenei 
Amplituden zu den wirklichen bestimmt. Dies laBt sich leicht er 
mitteln, wenn man, wie es gewohnlich der Fall ist, die Ordinatei 
in gleichem Abstand voneinander wahlt 1 ). 

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Period< 
(2 n) in n gleiche Teile, zu denen die Ordinaten y ± , y 2 , . . y n in 

2 71 2 7 

Abstande — gehoren, wobei die Ordinate y zur Abszisse x = v — 

% v m 


gehort, so treten an die Stelle der Integrate Gl. 90 und 91 


2?r 



sin x x dx ? 


2 7T 



cos xxdx 


zwei Summon von je n Gliedern, deren jedes aus dem Produkl 
der Ordinate y und dem zugehorigen sin;* a bzw. cos;*# besteht 

2 71 

dem Abstande dx entspricht die Strecke — . Die Grenzen sine 

n 
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x——~ und x—2 n. Bezeichnen wir die mit n Teilpunkten er- 

mittelten Koeffizienten mit a„( n ) bzw. zum Unterschied von 

den Koeffizienten und b K der wirklichen Reihe, so ist 


j£j 


y sm x x 


y cos x x 


Bezeichnet nun wieder ^ die Oberwelle, deren Amplitude ge- 
sucht ist, X die beliebigen Werte x , so ist die Gleichung der Kurve, 
s. Gl. 87 b, 

00 00 

2/=2^sinAa;-)-2^ cos ^ a: (101) 

1 1 

wobei b 0 fortgelassen, d. h. ein reiner Wechselstrom zugrunde ge- 
legt ist. 

Setzt man diesen Wert von y in Gl. 99 und 100 ein, so erhalt 
man fur jeden Wert von X in jeder der beiden Gleichungen zwei 
Reihen von je n Gliedern, die in GL 99 Produkte der Form ent- 
halten 

sin sin xx, cos sin a: a 1 

und in Gl. 100 l (102) 

sinlxcos^#, cosXxcobxx) 

Diese konnen der Reihe nach ersetzt werden durch 
\ cos (X — ' X) X — | cos {X -f- x) X 
— | sin (X — x) x -)~ | sin (2 x) x 

und 

| sin {X — x) x -j- 1 sin (X~\~ x)x 
| cos (X — x) x -)- 1 cos {X -j- x) x . 

Fiir jeden Wert von X enthalt nun jede der Gl. 99 und 100 vier 
Reihen von je n Gliedern der zuletztgenannten For men. Diese Glieder 
stellen n Ordinaten einer Sinuskurve dar, die in gleichem Abstand 
voneinander auf (X + x) ganze Sinuswellen verteilt liegen. Ihre 
Summ© ist fiir die Sinusfunktion stets Null, fiir die Kosinusfunktionen 
wird sie im allgemeinen Null, auBer bei gewissen Werten von ( X + x ). 
Ist namlich (X^hx) = 0, so wird 

cos (X^hx)x = cos 0 = 1, 

Ist ferner (X^hx) ein Vielf aches ( z ) der Teilungszahl n, so ist, da 

2 71 
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Da hierin v und z ganze Zahlen sind, hat 'jedes Kosinusglied 
den Wert 1. 

Far (i + «)==0, n , 2n , 3w usf. wird also jedes Kosinusglied 1 3 
und die mit | multiplizierte Summe der n Glieder ist nj2 . 

Hiermit erhalt man die Amplituden a H ^ und b„( n ) nach Gl. 99 
und 100 

(ft) L - _ — V shl ^ {“ -f- ft ^2 ft — >c ”f” ^2 ft -f* « h * * • 

7b 

(103) 

2 V i 

&x(») — y C0&xx= b x -f- 6 n — ft ”h “f~ ^2 ft — ft “h ^2w-f ft “[“••• 

7b 

(104) 

Man sieht, daB jede hei der Analyse erhaltene Amplitude 
Oberwellen enthalt, deren Ordnung um so hoher ist, je groBer die 
Zahl der Teilpunkte n ist. 

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit ^ = 18 Teilpunkton, 
so sind in dem Resultat auch noch die 17. und 19., die 37. und 
35. usf. Oberwelle enthalten. Die Bestimmung der 7. Oberwelle ent- 
halt auch die 11. und 25. usw. 

Bei symmetrischen Kurven, die nach S. 76 nur ungerade Ober- 
wellen enthalten, geniigt die Summation iiber eine Halbwelle. 1st 
jetzt n die Zahl der Teilpunkte der Halbwelle, so ist 


^ (n) 


X~7t 



ft 


(99 a) 


&ft(n) = ~ J^VcOS *5 


(100a) 


Jede Summe hat n Glieder. Fiir y ist wieder der Wert Gl. 10*1 
einzusetzen. (X^rx) sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinus- 
reihen fallen wieder fort. Die Kosinusreihen haben jetzt, abgesehen 
vom Vorzeichen, die Form 

cos (X -f x) cos (X ip x) n . 


1^ 

~2 


Diese Reihe ist Null, auBer wenn 


2-f- x 
2 


0 , n, 2 n, 3 n, 


ist. In diesen Fallen ist die Summe wieder — , so daB nun 

^ft(ft) = ^2 ft — ft ~t~ ^ 2 n+ft — a 4 ft— %ft-fft — . . . -f - (103 a) 

^ft(ft) = &ft ~h & 2 w — ft 4~ ^2 ft -f- ft ~j*~ &4ft— ft “{“ ^4 ft -f~- ft • • • -j~ (104a) 
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Ausfiihrung der Analyse. 

Wir betrachten den fiir die Technik wiebtigsten Fall, daB nur 
ungerade barmonische vorhanden sind. n sei wieder die Zabl der 
Teilpunkte der Halbwelle. In den Summon, die nacb Gl. 99annd 100a 
zu verwenden sind, 


2 y 7 -7 

= — sin* a, &* = 


2 AV COS XX 


n 


n 


n 


lassen sicb nach Bunge 1 ) jeweils zwei Glieder zusammenfassen. 
Solcbe Glieder liegen in gleichem Abstand von der Mitte der Halb- 
welle (a? = -^ ) . Hat der eine die Abszisse x = v—, so ist die des 
\ 2 / n 

7 t 

zweiten (n — v ) — , die Summe der Abszissen ist also gleicb der 
Halbwelle. Nun ist 

/ , 7 t.( 7 l\ 71 

si xix in — v) — = sin x I n — v — = sin xv — , 
n \ nj n 


/ \ f tJ c\ 

COS X{U v)— = COS K [71 — v — = — cos xv— . 

J n \ n] n 


Die Ordinaten solcher Punkte sind also mit den gleichen Sinus 
und mit den entgegengesetzt gleichen Kosinus zu multiplizieren. 

Bei der Multiplikation mit sin xx bat man daher die Summe, 
bei der Multiplikation mit cos xx die Differenz der bei den Ordinaten 
zu nebmen. 

Man faltet nun zweckmaBig die Reihe der Ordinaten in zwei, 
so da B die mit demselben Faktor zu multiplizierenden Ordinaten 
ubereinanderstehen, wie in dem nachstehenden Schema fiir n — \2 Teil- 
punkte und den Abstand njn== 15° angegeben ist. Man merkt sich 
dieses Schema am einfachsten dadurch, daB die Summe der Indizes 
der ubereinanderstehenden Ordinaten die Zahl n (bier 12) ergibt. 
Das mittlere und das wteGlied bleiben fiir sich. Dann bildet man 
die Summen s und die Differenzen d. 

Vi y» 2/ 4 % 3/e 

2/12 2/11 2/10 2/0 y 8 y 7 

Summen : s ± s 3 $. 3 s 4 s 5 «s 6 

Differenzen: d Q d± d s d 2 d 1 

Hierin ist 


h = yi+yiv d i = y 6 — y ? 
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Es wird nun 

a K = | [s a sin 15% -f- s. 3 sin 30% -j- . . . -j- «?- sin 75% -j- s 6 sin 90 %] 

b x = | [d e -\-d 5 cos 15% -j- d 4 cos 30% -f- ... -j~ d x cos 75%]. 

Da die ungeraden Vielfachen der hier vorkommenden Winkel 
bis auf das Vorzeichen stets wieder dieselben Winkelfunktionen er- 
geben, bat man somit nur 5 Faktoren und den Faktor 1. Bei ge- 
wissen Oberwellen, namlich wenn % durcb 3 teilbar ist, kommen 
nur die Faktoren 0,7071 und 1 vor. 

In der nachstehenden Tabelle sind in der ersten Vertikalreihe 
die Winkelfunktionen angegeben, in den folgenden die mit ihnen 
zu multiplizierenden Ordinatensummen unter Beriicksichtigung des 
Vorzeichens, und zwar bezieben sich die 6 Vertikalreihen der Reihe 
nacb auf die Amplituden a x bis a lx . Man multipliziert also nach- 
einander die in einer Vertikalreihe stehenden Summon $ mit den 
neben ihnen stehenden Faktoren, die Summe dieser Produkte ist 
dann das secbsf ache der Amplitude a H . Zur Ermittlung der Ampli- 
tuden b x sind in dem Schema an Stelle der Summen s die Diffe- 
renzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von b H wie dort 
angegeben ergibt. 


0,2588 



«r> 

% | 

: 

«1 

0,5000 

S Q 


S 2 




0,7071 • 

S li 

S 1 + s ;i 5 r> 

— h 

5 3 

— [— Sq Sr t 


0,8660 

*4 


S 4 

*4 


“ «4 

0,9659 




h 


*5 

1,0000 

S 6 

5 c 

S 6 

S 6 

(<%! 5 o) 

S Q 


6a x 

6a a 

6a b 

6a 7 

6o 9 

6 


6 \ 

-6 6 3 

6 6, 

— 6Z> 7 

6 6„ 

-6 6 u 


Eine weitere Vereinfachung des Rechenverfahrens hat Schleier- 
macher 1 ) angegeben, die darauf beruht, daB in den berechneter 
Amplituden a* und je nach der Zahl der Teilpunkte n nacl 
Gl. 103 a und 104 a auch die Amplituden von Wellen hoherer Ord- 
nung enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte f Ur dk 
Halbwelle an, so hat man fur den Koeffizienten a x der Grundwelk 
zunachst den Wert a x (12) fUr 12 Teilpunkte, gleichzeitig aber auct 
die Werte a 1(Q) , a 1(4) , a 1(3) , a i ( 2 ) ^hr 4, 3, 2 Teilpunkte durcl 

Fortlassen der Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die erster 
6 Koeffizienten a x bis a xl und b x bis b xx bestimmt werden, wobe: 
die Oberwellen von der 13. an vernachlassigt werden, so erhall 
man fiir die verschiedenen Einteilungen nach Gl. 103 a 

a i ( 19 ) === a i [ ^23 ^25 ' * ' 

“im = «1 — «u [+«!*—••• 


*) ETZ 1910, Heft 49. 
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a K4) 

= fit l 

®" 

+ a 0 [ 

a i» "I - --- 


a KS) 

= «1 

— ffl 5 

+ a 7 — 

®11 [H~ a i3 

... 

a K2) 

= «1 

~ «3 

+ a 5 — 

<*7 + fl 9 

®11 [+ a 13 

«S (12) 

= a 3 

[— «»! 

+ « 2 7 




wobei die jeweils hinter der eckigen Klammer stehenden Oberwellen 
vernachlassigt werden. 

Bildet man nnn: 

a i ( 12 ) ‘ ^ 1 ( 6 ) — e Q = 

a x (i2) a i (4) = = a 7 a 9 

a X (12) a x (3) = e 3 — a 5 a i ~h a il 

a x (12) a \ (2) = e 2 = a 3 a 5 + a 7 S a xx > 

so erhalt man: 

a X ~ == a i ( 12 ) 
a 3 ~ a 3 (12) 

a 5 ~ a 3 e 2 + e 4 e 6 

a 7 — a 5 e 3 "h e 6 

a 9 = a 7 — 
a xx — e Q * 

Fur die Koeffizienten b K hat man analog: 

^i (12) ^i (e) — f 6 = b xl 

^1 (12) ^1 (4) == /i = (^7 “1“ ^9) 

^1(12) 6 1 ( 3 ) = = — (65 + 6 7 + & xl ) 

^1 (12) & 1(2) = A = — ( b 3 H“ ^5 H~ ^7 4" + & ll)> 

worm & 1(3) die Ordinate fur den Anfangspunkt der Teilung mit 
2 Teilpunkten ist. Hieraus wird dann 

\ — \ ( 12 ) 

& 3 = & 3(12) 

\ — — h ~ f* + ft + U 

= — \ — + fe 

\ =— 6 ? — h 

\l =-f«. 

Fur die Berechnung der Koeffizienten & 1(12) bis a 1(2) und a 3(12) 
verwendet man die nachstehende Tabelle, in der s 1 bis s Q wieder 
die aus der Zusammenfaltung der Reihe gewonnenen Summon sind. 
Fur die entsprechenden Koeffizienten b„ (n) sind dann wieder unter 
Beriicksichtigung des Yorzeichens an Stelle der Summon s die Diffe- 
renzen d zu setzen. 
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Dieses Verfahren hat den Vorzug, daB, wo es zunachst nur 
auf die Grundwelle ankommt, mit einer groberen Teilung, z. B. 
7 ^ = 6 begonnen werden kann. Hierbei erhalt man fur die Grund- 
welle schon je vier Werte y und entsprechend 

die b 1(n y Man kann nun durch Vergleich dieser Werte schon be- 
urteilen, ob noch hohere Harmonische vorhanden sind, und dann 
zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte fur n= 12 hinzunehmen. 
Auch lassen sich leicht durch weiteres Hinzufiigen von Teilpunkten 
noch hohere Harmonische ermitteln. 

33. Graphische Verfahren. 

Ein sehr einfach auszufiihrendes und praktisch wichtiges Ver- 
fahren riihrt von Fischer Hinnen her (ETZ 1901, S. 396). Es 
beruht auf dem, schon auf S. 81 verwendeten Satz: Teilt man auf 
der Abszissenachse die Lange von w ganzen Wellen einer Si'nuslinie 
in p gloiche Teile und zeichnet die Ordinaten (s. Fig. 65), so ist, 
wenn w : p keine ganze Zahl ist, die Summe der Ordinaten gleich 
Null. In der Figur ist w — 3 , p = 5 . 



Fig. 65. Fig. 66. 


Ist dagegen w : p eine ganze Zahl, so sind alle Ordinaten gleich- 
groB, ihre Summe ist daher p mal so groB wie die Anfangsordinate. 

Ist eine Kurve gegeben, so teile man vom Koordinaten- 
anfangspunkt 0 aus eine ganze Periode 00 ' ab (s. Fig. 66). Der 
Anfangsordinate entspricht x — 0 : sie enthalt nach Gl. 101 alle 
Amplituden b x . 

2 /( 1 ) = \ + ^3 + ^5 + * ‘ * 

Teilt man nun die Periode OO r in 3 Teile und addiert die 
3 Ordinaten, so enthalt diese Summe nach vorstehendem nur die 
Amplituden b x der Oberwellen, deren Ordnung ein Vielfaches von 
3 ist. Fur jede dieser Oberwellen enthalt die Summe den drei- 
fachen Betrag der Anfangsordinate. Daher ist die Summe der 
3 Ordinaten 


2; 2/(g) = 3 (& 8 -j- \ + b lf . + ...). 
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Ebenso ergeben sich fiir 5, 7,... Teile die Ordinatensummen: 

5) = 5 (h -fA 5 + • • *) 

^(7) = 7(6 7 +...) 

^2/(9) 9 ( & 9+-**) 

Hiermit lassen sich all© b» berechnen. 

Verschiebt man den Anfangspunkt um eine Viertelwelle, so 
enthalt die neue Anfangsordinate* fiir x = jzj2 all© Amplituden der 
Sinusglieder die abwechselnd positiv und negativ sind, da 
. xti 

sm — positiv ist, wenn 


und negativ, wenn 
Daher ist 


x = 4 n -{- 1 
x = 4 n — 1 . 


y'd) — a i ~ a B + ®s — a i H — • • • 


Teilt man nun von dem neuen Anfangspunkt die Halbwelle 
wieder in 3, 5, 7, 9 Teile, so werden die Ordinatensummen 
2y \ 3 ) = 3 (— a s -|~ a 9 — a 16 .. .) 

11 y\ 5 ) = 5 ( a 5 — “« •••) 

2y'p)= 7(— «, + — ••■) 
f9) — ^ (« 9 h • ' 0 


Hiermit konnen alle a x berechnet werden. 

Von den rein zeichnerischen Verfahren diirfte das von K. Rot he 
angegebene (ETZ 1920, S. 1000) das einfaehste sein. Bei diesem 
erhalt man sofort die resultierenden Amplituden 

K m — V dy? -f- • 


Es besteht darin, daB man die aufeinanderfolgenden Ordinaten der 
in n Teile geteilten ganzen Period© einer gegebenen Kurve unter 

2 7t 

den Winkeln x — aneinanderreiht. Man verwendet dazu zweck- 
n 

maBig eine auf Pauspapier gezeichnete Windrose, deren Strahlen 
2 71 

unter sich die Winkel — bilden. und die man fiir den Zweck immer 
n 

wieder verwenden kann. Die Summe der geometrisch addierfcen 
2 

Ordinaten ergibt mit — multipliziert die gesuchte Amplitude i H m . 
n 

Der Beweis ergibt sich durch Entwicklung der Summon in Gl. 99 
und 100: 


2 


- 

( 2 7l\ 

y ± sin x 1 

\ n J 

r 

(2n\ 

If, cos X 

— 


[2 7l\ 

\ n ) 



(2tc\ 

! + .. 

• * "4~ V* cosx 2 n 
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Driickt man nun die geometrische Addition der Sinus- und 
Kosinus-Glieder symbolisch aus und multipliziert die erste Gleichung 
mit j und addiert sie zu der zweiten, so wird 


: bn -j- ja K 


Vi* 




-y»j' 


jx 2 




■■■+y n e 



Bei symmetrischen Kurven laBt sich das Verfahren sinngemaB 
fiir die Ordinaten einer Halbwelle’ anwenden, indem man sie unter 

den Winkeln x — aneinanderreiht, worin n die Anzahl Teilpunkte 
n 

der Halb welle ist. 

Weitere graphische Methoden s. Houston & Ken nelly, ETZ 1898, 
S. 714; Varreka, ETZ 1907, S. 482; Pichelmeyer u. Sohrutka, ETZ 1912, 
S. 129; v. Sanden, Archiv f. Elektrotechnik 1912, Bd. I, S. 42; Slaby, 
Archiv f. Elektrotechnik, Bd. II, S. 19 und ETZ 1919, S. 535. Cber experi- 
mentelle Aufnahme von Kurven b. Ohrlieh, Aufnahme und Analyse von 
Wechselstromkurven. Braunschweig 1906. t)ber einen mechanischen Analysator 
nach Chubb s. Hartenheim, ETZ 1917, S. 48. 


34. Effektivwert und Lei stung mehrwelliger Strome. 

Es seien zwei mehrwellige Wechselstrome gegeben 

i = JS(a H e>inx cot -{-In cos xcot)—2Jin m sin (x cot -]- yj H ) , 
i f = 2 (a' H sin x co t -|~ h* cos x co t) — H i' Hm sin (x co t -j- ) . 


Es soil der Mittelwert ihres Produktes — \ii r dt berechnet wer 


T 


den. Fiir zwei Sinusfunktionen von verschiedener Frequenz ist der 
Mittelwert des Produktes gleich Null, ebenso fiir das Produkt einer 
Sinus- und einer Kosinusfunktion von gleicher Frequenz. In dem 
Produkt ii' braucht man daher nur Faktoren zu beriicksichtigen, die 
sich aus zwei Sinus- oder zwei Kosinusgliedern von gleicher Frequenz 
zusammensetzen, fiir die n denselben Wert hat. Daher ist 

T 


T 


ii' dt : 




■ 


9 008 (V** V ; «) (105) 


Sind die beiden Strome i und i! identisch, so erhalt man das 
Quadrat des Effektivwertes (/) 

T 


J 2 

Hierin ist 




'dt-- 


■ A 2 + b i)'- 


. Vi,. 




--.P 
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das Quadrat des Effektivwertes der Oberwelle von der Perioden- 
zahl k<x>. Daher ist der Effektivwert des mehrwelligen Stromes 

J === = H“ (106) 

Er ist gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Effektiv- 
werte der einzelnen Harmonischen. 

Ersetzt man in Gl. 105 i' durch eine Spannung p, so erhalt 
man die mittlere Leistung: 

T 

2$ ^ pi dt = j/j~ 2 m cos (v** W*) • • (107) 

o 

Hierin ist 

2 Px 'i'x m ; J x 

das Produkt der Effektivwerte der ^ten Strom- und Spannungs- 
welle und cos — ip') = cos cp H der Kosinus ihrer Phasenverschie- 
bung. Die mittlere Leistung ist 

N — U cos <p x =P 1 J 1 cos q? 1 -f- P 3 J 3 cos cp% -f- P 5 J 5 cos (p 6 -f- . .. 

( 10S ) 

Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmo- 
nischen. Oberwellen von verschiedener Periodenzahl sind voneinander 
in bezug auf die mittlere Leistung vollstandig unabhangig. Aus 
Gl. 106 ergibt sich die Stromwarme in einem Ohmschen Widerstand B 
J 2 P=P(J^+V+V+...). 

Jede Oberwelle erzeugt eine von den iibrigen unabhangige 
Stromwarme. 

In dem Produkt H \ m cos (yj x — ip' K ) kommen die Effektiv- 
werte der resultierenden Strom- und Spannungswelle nicht vor. 
Man setzt trotzdem analog wie bei einwelligen Wechselstromen 

N — PJ cos cp 

und nennt cos cp den Leistungsf aktor. Im Gegensatz zu ein- 
welligen Stromen ist er hier von den Effektivwerten von Strom 
und Spannung abhangig (s. a. S. 95). 

35, Formfaktor und Seheitelfaktor mehrwelliger Strome. 

Die Effektivwerte haben praktisch die grofite Bedeutung, weil 
sie mit den technischen MeBinstrumenten gemessen werden. Uber 
die Kurvenform sagen sie nichts aus. 

Eiir die Eisenverluste (s. Kap. X) ist der Hochstwert des 
Elusses innerhalb der Periode maBgebend, fur die elektrische Be- 
anspruchung der Isolation der Hochstwert der Spannung. 

Der Hochstwert des Flusses ergibt sich nach Kap. I S. 10 aus 
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Der Formfaktor f war auf Seite 9 definiert als das Ve 
haltnis von Effektivwert zum Mittelwert. Fur die Sinuskurve w* 


er 


21/2 


1 , 11 . 


Einen Anhalt iiber die Abhangigkeit des Eormfaktors yon d< 
Kurvenform geben folgende beiden Beispiele. 


1. Das Rechteck. Hier ist J = i m9 — g — 1 . 

2. Das Dreieck mit der Hohe i m . Die quadratische Kur\ 
der i 2 ist aus zwei Parabeln zusammengesetzt, deren Mittelwe] 

ist. Hier ist 
3 


J = 





= 1.15. 


Die rechteckige Kurve, die flacher ist als die Sinuslinii 
hat somit einen kleineren Formfaktor als diese, die spitzer 
dreieckige Kurve einen groBeren. 




Graphische Ermittlung des Effektivwert es nach Fleming 

Tragt man eine in rechtwinkligen Koordinaten gegebene Strom 
kurve Fig. 67a in Polarkoordinaten auf, Fig. 67b, so ist der Flacher 
inhalt der Polarkurve 

T_ 

0 0 

daher der Effektivwert 

j=Y2b, 

worm JR der Radius eines flachengleichen Kreises ist. Fiir ein 
Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis. 

Der Scheitelfaktor o war nach S. 10 definiert als Verhaltnis de 
Hochstwertes zum Effektivwert, er ist um so groJBer, je spitzer di 
Kurve^ist. Fiir das Rechteck ist cr=l, fur die Sinuslini 
o = V 2 — 1,414, fiir das Dreieck (7 = 1/3 = 1,73 . 


47. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitat, 
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36. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen. 


Die Summe von zwei Sinusstromen ist wieder ein Sinusstrom. 
Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen hat dagegen im all- 
gememen eine andere Kurvenform als jeder Teilstrom, weil die Ober- 
strome sich unter anderen Phasenwinkeln zusammensetzen als die 
•Grundwellen. 


Sind z. B. die Grundwellen von zwei gleichgroBen Stromen von 
gleicher Kurvenform um cp gegeneinander verschoben, die x ten Ober- 
wellen um %cp, so werden die resultierenden Amplituden 

I " 9 0 m ~ — ^ y.m "V 2 (l COS X (p^j . 

1st etwa x<p = n oder einungerades Vielfaches von n, so heben 
sich die beiden Oberwellen heraus. Fiir <p = 60° ist die Summe 
der Grundwellen fc’i m = ^ w V 3 , dagegen heben sich die dritten, neun- 
ten usf. Oberwellen fort, der Summenstrom nahert sich der Sinus- 
form mehr als die Teilstrome. 


Ist hingegen x(p — 2n oder ein Vielfaches davon, so ergeben 
die beiden Oberwellen die doppelte Amplitude. Fiir cp = 120° ist 
•die Summe der Grundwellen = die Summe der dritten Ober- 
wellen i' Sm = 2i Sm und ebenso fiir die neunten usf. Hier ist der 
Summenstrom starker verzerrt als die Teilstrome. 

Das Verhaltnis des Oberstromes zum Grundstrom ist im Summen- 


2 ^ 

strom ebenso groB wie bei don gleichen Teilstromen, wenn cp — — ; — ist, 

X +1 

worm z eine ganze Zahl ist. Denn dann ist cos x cp — cos (2 z n + cp) 
= cos cp. Zwei Strome von gleicher Kurvenform geben im all- 
gemeinen nur einen ahnlichen Strom, wenn <p = 0 ist. 


37. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitat. 


Der Ladestrom eines Kondensators bei einer mehrwelligen 
Spannung 

p = 2{a H sin;* cot -j-5* cos xcot ) 


ist 


3 

i = G — coG Eixa ^ cos xcot — x b„ sin xcot ) . 
at v 


Die Oberwellen des Stromes erscheinen um so starker aus- 
gepragt als die der Spannung, je hoher ihre Frequenz ist. Fig. 68 
zeigt die Oszillogramme des Ladestromes und der Spannung eines 
Kondensators. 

Der Strom einer Drosselspule von der Induktivitat L wird hin- 
gegen, wenn der Ohmsche Widerstand vernachlassigt werden kann, 

i — ™ [pdt= y( — — cos^(u^-l-“Sin^m^) . 

Lj coL^ \ x x J 




Mehrwellige Strome. 


Hier sind di© Oberwellen des Stromes um so starker gedan 
j© hoher ihre Frequenz ist, der Strom nahert sich der Sinusi 
mehr als die Spannung, wie das Oszillogramm Fig. 69 zeigt, 
den Strom einer Drosselspule bei derselben Spannung gibt 
Fig. 68 fiir den Kondensator. 


Fig. 68. 


Fig. 69. 


Beispiel. Der Ladestroni eines Kondensators bei dreiecl 
Spannung. In der ersten halben Periode wachst p von — p m 
- \-p m , dann ist 


■G~cop m , 

71 


wahrend der zweiten halben Periode, wahrend der p von -|~ p m 
— p m fallt, hat i denselben Wert wie zuvor, aber mit negativem 

2 

zeichen. Beim Ubergang hat % zwei Werte, namlich Hh G — co p m . 


Fig. 70. 


Strom hat rechteekige Kurvenj 
und ist starker verzerrt als 
Spannung. 

Der Strom einer Drossels 
mit sehr kleinem Widerstand 
bei dreieckiger Spannung die 
Parabelbogen zusammenges( 
Integralkurve des Dreiecks Fig 
sie ist weniger verzerrt als 
Spannungskurve. 


Verhalten eines Schwingungskreises bei verzerrter 
Spannung. 

Ein Schwingungskreis mit Widerstand, Selbstinduktion 
Kapazitat in Reihenschaltung bietet Stromen von verschied 
Frequenz nach Kap. II S. 26 sehr ungleiche Scheinwidersta 
Ist er an eine mehrwellige Spannung angeschlossen, so berecl 
sich die Amplituden der Stromkurve aus denen der Spannungsk 
mittels der Scheinwiderstande 
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37. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitat. 


die Phasenverschiebungswinkel aus 


xcoL 


tg Cpy.-- 


xcoC 


R 


( 110 ) 


wobei P, L und C als unabhangig von der Frequenz und vom Strom 
angenommen sind. 

Da der Blindwiderstand sich mit der Frequenz sehr stark 
andert, sind die Oberwellen des Stromes teils starker teils schwacher 


ausgepragt. Fiir xcoL — — — - ist die Oberwelle des Stromes der 

JtCDU 

Ordnung x mit ihrer Spannungswelle in Phase, und hat ihr Maximum 
Fiir mehrwellige Strome gibt es daher so viele Resonanzmoglich- 
keiten wie Wellen in der Spannungskurve vorkommen. 

Beispiel. FiirP = 10 Ohm, C = 5uF, L = 0,225 Henry tritt 
Besonanz ein fiir 




10 3 


2nVLC 2tzY b- 0,225 


= 150, 


also fiir die Grundwelle x—1 bei f=150 

» » dritte Oberwelle x — 3 ?? f = 50 

jj » fiinfte n x = 5 w f— 30 usf. 

Ist die Spannung rechteckig und ihre Amplitude p m = 100 Volt, 

4 

so sind die Effektivwerte nach Gl. 95 P x = — p m , also P l = 90 Volt, 

P 3 = 30 Volt, P 6 = 18 Volt usf. Fiir f=60 besteht Besonanz fiir 
die dritte Oberwelle, die einzelnen Effektivwerte sind: 

J ± — 0.159 Amp., Jg = 3,0 Amp., J 5 ===== 0,079 Amp. usf. 

Die Grundwelle ist nur 5,3 °/ 0 von der dritten Oberwelle, die 
hoheren Oberwellen sind noch wesentlich kleiner. Der Effektivwert 
der resultierenden Stromkurve ist daher nur unmerklich von dem 
der dritten Oberwelle verschieden. 

Durch Veranderung von L und C bei konstanter Grundfrequenz 
kann Besonanz fiir die verschiedenen Oberschwingungen hergestellt 
werden, man kann sie experimentell trennen. Ein hierauf beruhendes 
Verfahren ist von Ar m a gnat (Journal de physique 1902) angegeben. 

Praktisch werden Besonanzstromkreise zur Verstarkung bestimmter 
Oberwellen bei Hochfrequenzgeneratoren fiir drahtlose Telegraphic 
angewendet. 

Man verwendet sie mitunter auch zur Unterdriickung storender 
Oberschwingungen in niederfrequenten Stromkreisen, z. B. der Nuten- 
oberschwingungen von Wechselstrommaschinen, die infolge ihrer Hohe 
fiir benachbarte Telephonleitungen storend werden. Ein auf die betr. 
Frequenz abgestimmter Schwingungskreis nimmt, zwischen Hin- und 
Riickleitung geschaltet, fast nur ein en Strom dieser Frequenz auf 
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Mehrwellige Strome. 


und bildet fur die Oberschwingung der Spannung einen um so besseren 
KurzschluB, je geringer sein Ohmscher Widerstand ist. 

AIs Folge der ungleichen Kurvenformen von Strom und Span- 
nung gilt ferner, daB fiir einen Kondensator das Verhaltnis der 

Eifektivwerte ~ kein direktes MaB fur die Kapazitat ist. 

1st so ist der Ladestrom 


daher 


J = (oC\Z( : aP x Y 


J 

p 


■■cocy- 


£{r.P x ? 

ZPp 


Der Wurzelausdruck ist fur eine Sinuskurve gleich 1, fiir andere 
kann er stark davon abweichen. 

Fiir die dreieckige Spannungskurve war nacb S. 92 der Lade- 
strom rechteckig. Hier ist also 

daher 

-p == ^ ooG —1,10 (oC . 


Bei einer Induktivitat (mit kleinem Ohmschen Widerstand) ist 



daher 



Dieser Ausdruck weicht im allgemeinen wenig von 1 ab. Fiir 
das Dreieck war z. B. die Stromkurve aus 2 Parabelstiicken zu~ 
sammengesetzt (s. S. 92, Fig. 79). Hier erhalfc man 


J = 



coL 2 




1,006 ooL . 



Die Selbstinduktion kann daher wesentlich genauer gemessen 
werden. Um eine Kapazitat durch Strom- und Spannungsmessung 
zu bestimmen, schaltet man sie mit einer veranderlichen Induktivitat 


38. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen. 95 


in Reihe und stellt auf Resonanz fiir die GrundweUe ein. 
hat dann 


CD C 


1 

IdL' 


Man 


worin cdL durch Strom- und Spannungsmessung geniigend genau 
bestimmt werden kann. 


38. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen. 

Die Verwendung der Vektordiagramme bietet bei den Wechsel- 
stromproblemen so viele Vorteile, daB man sie auch bei mehrwelligen 
Stromen verwendet. Es soli nun untersucht werden, welchen Eehler 
man hierbei begeht, und wann die graphische Darstellung genau ist. 
Nach Seite 89 Gl. 108 ist die Leistung eines mehrwelligen Stromes 

N =2P ?t J }{ cos q> x . 


Diese Leistung kann nicht direkt durch das Produkt der Effektiv- 
werte von Strom und Spannung der resultierenden Kurven aus- 
gedriickt werden. 

Ersetzt man die mehrwellige Spannung P durch eine einwellige 
Spannung von gleichem Effektivwerfc, und ebenso den mehrwelligen 
Strom J durch einen einwelligen vom gleichen Effektivwert, so kann 
die Leistung auch geschrieben werden 

N = PJ cos cp . 

Hierin ist P die aquivalente Sinusspannung, J der aqui- 
valente Sinusstrom, cos cp der Leistungsf aktor. 

Mit diesen GroBen rechnet man in der Praxis gewohnlich und 
tragt J gegen P unter dem Winkel cp im Diagramm auf. 

Es ist dann 

p 

_ =z der resultierende Scheinwiderstand , 


J 2 


P cos cp 

J 


R der resultierende Wirkwiderstand, 


P sin cp 

~j— 


Vz 2 — R 2 


X der resultierende Blindwiderstand. 


Diese GroBen, die sich somit stets durch Messung der Effektiv- 
werte von Strom und Spannung und der Leistung ermitteln lassen, 
sind von der Kurvenform mehr oder weniger abhangig. 

Der Wirkwiderstand weicht vom Ohmschen Widerstand im all- 
gemeinen ab, weil bei hohen Periodenzahlen der Strom sich un- 
gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt, was einer Erhohung des 


96 Mehrwellige Strome. 

Sieht man davon ab und betrachtet B als konstant, so ist 


und 


P cos cp = BJ =B Vif/* 2 = V 2 P* 2 cos 2 cp H 
P sin <p = VXP^ sin 2 cp H . 


jP sm 

Der Blindwiderstand X = — — — weicht stets von dem Wert 

J 


fur die Grundfrequenz mehr oder weniger ab, auch wenn B , L und 
C als konstant betrachtet werden. 

Fiir einen induktiven Stromkreis ist 

Xix = x (oL = xX- . 


Daher 


J v = 


P H sin <p x 


xX- 


J = Y2J n * = (— ~ 


sm^, 


Dagegen ist 


daber 


P sin cp — V 2 (P* sin <p H f , 

* 


j-- rr Psin y _ j 


( p x sin y x ) a 
'P* sin 9 9 k \ 2 ' 


2 


Die Abweichung, die durch den Wurzelausdruck gegeben ist 
ist meistens nicbt groB. 

Bei einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat ist dagegen 
der Fehler groBer, es wird 


'X. = ^ ~ = X ~\/ — ^ x ^ 

J c V 2 [xP x smcp~Y' 


worin X c der Blindwiderstand fiir die Grundperiodenzahl ist. 

Analog defmiert man 
J 


-p-=y=z der resultierende Scheinleitwert , 


N J cos cp 

ps — — — = 0r = der resultierende Wirkleitwert , 


vy-9 3 = 


J sin cp 


= b — der resultierende Blindleitwert. 


Wahrend nacb der Definition des Leistungsfaktors 
PJ cos cp = XP H J x cos <p H 


38. Graphische Darstellung von roehrwelligen Stromen. 
Nimmt man wieder R als konstant an, so ist . 

r 1 -n 

= -j^Py.CO&(p K 


Dagegen war 


P 2 

^PxJxSiiKpx — ~~ cos cp* sin cp * . 

P sin cp = Yl!P H 2 sin 2 <p K 

j = vyjj = i- 


Man erhalt daher 

2JP^ 2 cos 99* sin <p H 

P J Sin <p" ~ V ^(P* sin «p*)^(P 7 cos 7 ) 2 = ■ (111) 

Der Faktor F ist stets kleiner als 1 und wird Induktions- 
faktor genannt. 

Bei einem Stromkreis mit R und L ist 

P x cos cpy = RJy^ P x $in(px — xX i J* , 

daher 

W — '^FLL- . J x 3 J 2~ + 5 ^7 4 ~ • • • 


V2?(x J x y r V2Jj J)/J* -f 9/ 3 2 + 25J; 3 + . . . 


. (in. 


Enthalt der Stromkreis Kapazitat und Widerstand, und setzt man 

™ • «, 


P K sm<p x 


so erhalt man analog 


j I+Ma±MI +s- 

j Yj; 1 + \ «/ 3 2 + #5 2 -F* • 


(mb) 


Daher ist F stets kleiner als 1. 

Die Bedingung, wann die graphische Addition von Stromen und 
Spannungen im Diagramm richtig ist, ergibt sich wie folgt. 

Bei parallelgeschalteten Stromkreisen ist die Spannung P fiir 
alle dieselbe. Sind J J" die Strome, N' } N" die Leistungen zweier 
paralleler Stromkreise, so ist die gesamte Leistung 

N = N' + N" = P (e J ' cos cp 4 - J " cos p”) = p J cos (p , 

daher 

J f cos cp f -j- J" cos cp" = J cos cp . 

Der resultierende Wirkstrom ist nach der Definition des Lei- 
stungsfaktors gleich der Summe der Wirkstrome der parallelen Zweige. 

Die Blindstrome konnen dagegen nur unter Beriicksichtigung 
ihrer Induktionsfaktoren addiert werden. 

FPJ sin cp — P(F'J' sin <p r -j- F" J" sin cp") 

FJ sin cp = F'J' sin cp ' -f- F ,f J" sin 99" . 

Fraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 



7 
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Mehrwellige Strome. 


Diese Gleichung ist aber im allgemeinen im Diagramm nicht 
erfullt. Im Diagramm ist vielmehr 

J sin cp = J f sin <p' + J" sin cp" . 

Multipliziert man diese Gleichung mit F und subtrahiert sie 
von der vorhergehenden, so ergibt sich die Bedingung, unter dei 
das Diagramm die Addition richtig darstellt: 

(P' — F) J f sin cp' + (P" — F) J " sin <p" = 0 . 

Analog erhalt man bei in Reihe geschalteten Stromkreisen 
(F f — F) P' sin cp r -f* (F" — F) P n sin 99" = 0 . 

Die graphische Addition von Stromen und Spannungen ist hier- 
nach stets richtig, wenn 

r=F"=:F 

ist. Dies gilt z. B. fur Stromkreise, in denen das Verhaltnis von R. 
L und G das gleiche ist, dann ist namlich 

(f/ = <pr = <p- 

Die graphische Addition ist ferner richtig, wenn alle Stromkreise 
bis auf einen induktionsfrei sind. Dann ist namlich der resul- 
tierende Blindstrom gleich dem des einen induktiven Stromkreises 

J sin cp = J f sin cp ' , 

daher 

P = P'. 


Bei Stromkreisen, bei denen die Kapazitat keine Bolle spielt 
und bei denen der induktive Blindwiderstand der Periodenzahl pro- 
portional ist, weichen die Induktionsfaktoren auch fur verschiedene 
Verhaltnisse von R zu L nicht viel voneinander ab. Dann ist die 
graphische Addition sehr angenahert richtig. 

Beispiel. Die Spannung zweier parallelgeschalteter Strom- 
kreise sei wie folgt zusammengesetzt. 

P ± = 100, P 3 = 30, P 6 = 20. 

Im ersten Stromkreis ist R' = 5, coL' — 5, 
im zweiten „ „ R" = 4, coL" = 8. 

Man erhalt 

P = 106,3 

/'= 14,29 J” = 11,26 

N' = 1021 N" — 507 


J'cos <p'= 9,605 J" cos cp" = 4,770 
J r sin cp'— 10,57 J" sin cp" = 10,20 
P' = 0,952 P" = 0,965. 

Die beiden Induktionsfaktoren weichen also nur uml,4°/ 0 von- 
einander ab. Der Gesamtstrom ist 


J = 25,22, J cos cp— 14,375, J sin cp = 20,72, F= 0,961, 
wahrend J' sin 99' P 7 sin 99" = 20,77 ergibt, also ein von J sin cp nui 
um 0,25 °/ 0 abweichendes Result at. 


Achtes Kapitel. 

Mehrphasenstronie. 
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'stromen. 


39. Die Mehrphasensysteme. 


Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl 
voneinander isolierter Spulen auf dem Umfang verteilt angeordnet 
(s. Fig. 71). Die als sinusformig angenommenen Spannungen der 
drei Spulen haben alle dieselbe Frequenz, sie sind aber in der Phase 
gegeneinander verschoben. Sie sind 


P t = Pt m rin(<Dt — a M ), 

' 2 ) 3 = 2 5 s m sin (« i ~« is), 
wenn Spule 1 zur Zeit t — 0 den ganzen FluB um- 
schlingt und Spule 2 gegen . 1 um den Winkel a 12 , 
Spule 3 gegen 1 um a 13 — cc 12 -J- cc 23 zuriickliegt. 

SchlieBt man jede Spule an einen Strom- 
kreis, so erhalt man eine entsprechende Zahl 
von Stromen gleicher Periodenzahl, deren GroBen 
von den Spannungen und den Scheinwiderstanden 



der Stromkreise abhangen, und deren Phasenwinkel durch die der 


Spannungen und die Phasenwinkel der Belastungen gegeben sind. 

Ein solches System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasen- 
verschobener Spannungen von gleicher Frequenz gegeneinander phasen- 
verschobene Wechselstrome erzeugt, nennt man allgemein ein Mehr- 
phasensy stem. 


7 * 
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Mehrdhasenstrome. 


Fur die einzelnen Teile des Mehrphasensy stems, * von d< 
jedes aus der Stromquelle (der Spule), der Leitung und der 
lastung besteht, wird haufig die nicht ganz korrekte Bezeichr 
„ Phase “ verwendet. 

Nach der Art des Aufbaus und der Wirkungsweise untersche 
man bei den Mehrphasensystemen : 

1. symmetrische und unsymmetrische Systeme, 

2. abhangige oder verkettete und unverkettete Systeme, 

3. balancierte und unbalancierte Systeme. 


40. Symmetrische Mehrphasensysteme. 


Ein Mehrphasensystem heiBt symmetrisch, wenn alle Spannur 
gleichgroB sind und je zwei aufeinanderfolgende Spannungen 
den gleichen Phasenwinkel gegeneinander phasenvorschoben s 
1st n die „Phasenzahl“, so ist jeweils die Spannung einer S] 

gegen die der vorhergehenden um —tel der Periode, d. h. um 


verzogert. 

Somit sind die n Spannungen eines symmetrischen 
systems' “ 

Pl = Pm aina>t ) 


P<1 = Pm Sin 



„n-Pha, 


Ps=Pm sin 



■(ns 


P» = Pm ain 


cot — On — l) — 
n . 


Beispiele. n = 1 ergibt nur eine Spannung, d. h. ein gew( 
lichos Einphasensystem mit einer Hin- und einer Riickleitung. 

n — 2 ergibt zwei um 180° gegeneinander verschobene, 
gleichphasige, aber einander entgegengerichtete Spannungen. Scha 
man die Spulen so hintereinander, daJ3 die Spannungen unter 
ander gleichgeriehtet sind, so kann man jede 
einen Stromkreis wirken lassen (s. Fig. 72), in< 
man von dem Verbindungspunkt 0 einen dri 
Leiter zieht. In diesem Leiter flieBt die Diffe: 
der Strome der beiden AuBenleiter, si© ist 
gleicher Belastung der beiden Stromkreise gl 
Null. Der dritte Leiter heiBt daher Nulleiter, 



Fig. 72. 


4L Verkettete Mehrphasensysteme. 
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schobene Spannungen, das sog. Dreiphasensystem. Da n— 2 noch 
gleichphasige Spannungen. ergibt, ist das Dreiphasensystem das 
erste eigentliche Mehrphasensystem, dem man in der Zahlenreihe 
fiir n begegnet und somit das von kleinster Phasenzahl. 

n — 4 ergibt vier um 90° gegeneinander phasenver schobene 
Spannungen, das Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen 
sind wieder um 180° gegeneinander phasenverschoben. Schaltet 
man die Spulen so, daB diese Spannungen untereinander gleich- 
gerichtet sind, so erhalt man zwei System© mit um 90° gegenein- 
ander verschobenen Spannungen, also ein Zweiphasensystem, das 
aber unsymmetrisch ist (s. S. 118). 

41. Verkettete Mehrphasensysteme. 

Arbeitet jede Phase fiir sich auf einen Belastungsstromkreis, 
so sind fiir n Phasen zur Fortleitung des Strom es 2 n Leitungen 
erforderlich. Die Zahl der Leitungen kann bei symmetrischen 
Systemen auf n : bei unsymmetrischen auf (% -f- 1) herabgesetzt 
werden durch elektrische Yerkettung der Phasen. 

Von den Verkettungen sind am wichtigsten die Sternschal- 
tungen und die Ringschaltungen. Auch Kombinationen von beiden 
kommen vor. 

1. Die Sternschaltung. 

Sie entsteht dadurch, daB die Anfange aller Spulen zu einem 
Knotenpunkt, dem Sternpunkt oder neutralen Punkt zusammen- 
gelegt werden, wahrend die Enden die Klemmen fiir die Fortleitung 
bilden. 

Ist das System unsymmetrisch, so ist zu den n Leitungen noch 
eine weitere erforderlich. Fig. 73 zeigt 
ein unsymmetrisches Vierphasensystem. 

Die Spulen sind um den Phasenverschie- 
bungswinkel a zwischen den Spannungen 
benachbarter Spulen gegeneinander ver- 
schoben gezeichnet. Die Belastung 
wird durch vier gleichgroBe Schein- 
widerstande in analoger Schaltung ge- 
bildet, die Sternpunkte 0 und O' sind durch einen fiinften Leiter 
verbunden. Wegen der Gleichheit der Spannungen und der Be- 
lastungswiderstande sind die vier Strome gleichgroB und gegenein- 
ander um denselben Winkel cc wie die Spannungen verschoben. 
Nach dem erst en Kirchhoffschen Satz ist die Summe aller in einem 
Knotenpunkt zusammenflieBenden Strome in jedem Augenblick gleich 
Null, daher ist der Strom im Verbindungsleiter der Sternpunkte 

h = — 0*1 *T“ h +^3 + 
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In dem Vektordiagramm (Fig. 74) ist OA die geometrische 

und der Strom ist die im 


Summe der 4 Strome 


J 1 bis J 4 , 


Sinne A 0 durchlauf ene SchluBlinie des Strompolygons. J 0 ist dabei 
positiv vom Stromerzeuger zum Stromverbraucher gerechnet. 

Ist das System symmetrisch, d. h. sind je zwei Spannungen urn 
2 jz 

— gegeneinander phasenverschoben, so haben bei symmetrischer 

71 

Belastung auch die Strome diese Phasenverschiebung untereinander, 
und da sie gleiehgroB sind, schlieBt sicb das 
Polygon der Strome, wie Fig. 75 fur n=b 
zeigt. Die Verbindungsleitung 
der Sternpunkte ist stromlos 
und kann fortgelassen werden. 
Weil sie bei einem symmetrisch 
belasteten symmetrischen Mehr- 
pbasensystem stromlos ist, heiBt 
die Verbindung der Sternpunkte 
Nulleiter oder neutraler Leiter. 
Zur Fortleitung eines sym- 
metrischen w-Phasensystems sind somit n Leitungen erfordorlich. 

Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung 
zwischen dem Sternpunkt eines Sternsystems und dem Endpunkt 
einer Spule (Phase) heiBt die 

Phasenspannung. Alle Spulenenden haben gegen den Stern- 
punkt die gleiche effektive Spannung. Bei einem symmetrischen 
System ist er der Spannungsmittelpunkt des Systems. Die Spannung 
zwischen zwei benachbarten Spulenenden ist die Differenz der beiden 
Phasenspannungen dieser Spulen, sie heiBt die Linienspannung 
oder die verkettete Spannung. 

Nach 61. 112 sind die Spannungen der #ten und (a?-|-l)ten 
Phase 

, i x 2 7l\ 

(a: — 1 )- 



Fig. 74. 


Pm = Pn 


sin 


cot ■ 


P(x + l) = Pm Sm 

daher ist die Linienspannung 
Vi 


cot — x- 


n 


2 71 
n J 


V x — Pu + l)= 2 ? , m Sin ^ C0S 


cot — (2a; — l) ■ 


Der Effektivwert P x der Linienspannung berechnet sich daher aus 
dem der Phasenspannung P 

■P* = 2JPsm^ (113) 

In dem Vektordiagramm (Pig. 76) sind 0P 1 bis 0P 5 die Phasen- 
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41. Verkettete Mehrphasensysteme. 

spannungen eines symmetrischen Fiinfphasensystems, P 10 bis P S1 
die Linienspannungen. P ' 0 ist die geometrische Lifferenz von A 
nnd P 2 usf. 

Das Polygon der Linienspannungen schlieBt sich, die Summe 
der Linienspannungen ist Null. 

Lies gilt sowohl fiir die Effektivwerte von 
einwelligen Spannungen als auch fiir die Moment- 
anwerte beliebiger Spannungen. Denn es ist p s 
Pi2 = Pi — P-2 

^23 ==== P-2 P$ f 


P(n-l)n P(n- 1) Pn Fig. 76. 

Pnl = Pn — Pl- 

Lie Summe der linken Seiten ist die Summe aller momentanen 
Linienspannungen, die Summe der rechten Seiten wird identisch Null. 



2. Lie Ringschaltung. 

Sie entsteht dadurch, daB das Ende einer Spule • mit dem 
Anfang der folgenden verbunden wird, wie Fig. 77 fiir vier Phasen 
zeigt. Sind die Phasenspannungen einwellig, so ist ihre Summe bei 
einem symmetrischen System Null. Im Vektordiagramm ergibt die 
Summe der Effektivwerte ein geschlossenes Polygon (Fig. 78). In dem 
geschlossenen Ring flieBt daher zunachst kein Strom, sondern erst 
dann, weim an die Knotenpunkte Belastungswiderstande ango- 
schlossen werden. • 

Lie Spannung zwischen zwei 
Leitungen, d. h. die Linienspannung y e 2 
ist hier gleich der Phasenspannung. 

Lagegen sind hier zweierlei 
Strome zu unterscheiden, die Ring- 
oder Phasenstrome i und die Linien- 
strome i v 

Von jedem Knotenpunkt des Ringes geht eine Leitung fort, 
und es ist in jedem Augenblick die Summe der Strome, die an 
einem solchen Knotenpunkt zusammentreffen, gleich Null. Es ist 
also z. B. fiir den Knotenpunkt der Phasen 1 und 2 (s. Fig. 77) 

— *19 + *9 h = 0 > 



Fig. 77. 


Fig. 78. 


Ler Linienstrom ist die Lifferenz der beiden Phasenstrome. 
symmetrischer Belastung eines symmetrischen Systems ist 


Bei 


*(* + !)" 


: sin 


cot — x - 


2 71 
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daher 

h = \x + 1) l x~ \n 2 Sin ~ C0S 

daher gilt fur die Effektivwerte 

jr z = 2 e/sin— (114) 

Berechnet mail hier die Summe aller Linienstrome, so kommt 
darin jeder Phasenstrom einmal mit dem positiven und einmal mit 
dem negativen Vorzeichen vor, wie auf S. 103 fur die Linienspannungen 
gezeigt war; die Summe wird ebenfalls Null. Beim Ringsystem ist 
also in jedem Augenblick die Summe aller Linienstrome unabhangig 
von der Kurvenform gleich Null. 


cot — (2 x — 1) 


2 71 


42. Balancierte und unbalancierte Mehrphasensysteme. 


Die Leistung eines Mehrphasensystems ist gleich der Summe 
der Leistungen der einzelnen Phasen. Die Leistung eines Wechsel- 
stromes j/ulsiert nach Kap. I S. 10 mit der doppelten Frequenz um 
den Mittelwert 


der Momentanwert ist 


PJ cos 9 9, 


PJ [cos cp — cos (2 cot — cp )] —N 


cos (2cotf — cp)' 
cos cp 


Bei einem symmetrischen und symmetrisch belasteten Mehrphasen- 
system sei fur die xte Phase 

__ 2 7t] 

^ = V2Psin (jo t — ( x — 1)- 


: V2 J sin 


n 

cot — (x — l) — — cp 
x n 


p x i x = PJ | cos cp — cos 


2 oot — 2 (x — l) 


2 n 


■cp 


}• 


Bjldet man die Summe aller p x i x von x—1 bis x — n, so wird 

2 71 


2 

x~l 


cos 


2 cot — 2 (x — 1) • 


n 


■<p 


: 0 


und 


= COS cp (115) 

Die momentane Leistung eines gleichmaBig belasteten symmetrischen 
Mehrphasensystems ist konstant gleich dem w-fachen Mittelwert der 
Leistung einer Phase. 

Je nachdem bei einem Mehrphasensystem die Leistung konstant 
ist oder nicht, nennt man es ein balanciertes oder ein unbalan- 


48. Das Dreiphasensystem. 
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Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie 
gleichmaBig belastet sind; bei ungleiehmaBiger Belastung pulsiert 
die Leistung, das System ist dann unbalanciert. Auch unsymme- 
trische Systeme konnen bei gleicbmaBiger Belastung balanciert sein y 
z. B. das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 118). 

Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehr- 
phasensystems kann bei einem Motor, der mit einem solcben Strom - 
system betrieben wird, eine konstante Zugkraft erhalten werden. 
Bei einem Motor, .der mit Einphasenstrom gespeist wird, pulsiert 
dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der doppelten 
Frequenz des Stromes. 

Die praktiseh wichtigsten Mehrphasensysteme sind das Drei- 
pbasensystem und das Zweiphasen-Dreileitersystem, die nur drei 
Leitungen benotigen. Sie sollen im folgenden naher besprocben 
werden. 


43. Das Dreiphasensystem. 

Das Dreiphasensystem hat drei um 120° gegeneinander phasen- 
verschobene Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung 
verkettet werden. 

Bei der Sternschaltung Fig. 79 ist die Linienspannung 
nach 61. 113 

P ! =2Psin^ = V3P (116) 



J l —J • • . (H7) 

Bei gleicher Belastung der drei Phasen ist daher die Leistung 

N—3PJ cos (p = Vl$P l J l cos 9? . . . .(118) 

In der Ringschaltung (Dreieckschaltung) Fig. 80 ist 

P Z = P (H9) 

bei gleichmaBiger Belastung nach 61. 114 

J, = 2Jsin^ = V3J .... 

1 3 

N— 3PJ cos 9? = V 3P;</ t cos 99 


( 120 ) 

( 121 ) 
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44. Beredmung einer Sternschaltung. 

Bei gleicher Belastung der verschiedenen Phasen einer sym- 
metrischen Sternschaltung kann jede Phase wie bei einem Einphasen- 
system behandelt werden. 

Bei Sternschaltung des Stromerzeugers und der Stromverbraucher 
nach Fig. 81 ist in jeder Phase der Scheinwiderstand 2 ==V P' 2 -]~Z 2 , 
daher ist der Strom jeder Phase 

P 


yp 2 + x * 2 
R 


Die Leistung einer Phase 

P J cos (p — P 2 , . 

y# 2 +z ‘ 2 

Hierbei setzt sich z in jeder Phase zusammen aus den Scheinwider- 
stand en der Belastung z ■. und der Leitung z x (evtl. einschlieBlich des 
Generators). 

. Tragt man (s. Fig. 82) die drei Phasenspannungen P 1? P 2 , P z 
gleich OP 13 OP 2 , OP 3 auf, so sind 
die Linienspannungen am Generator 

p — p p p —p p 

J 1‘2 * 3 r l> 1 23 3 ^ 

P 31 — P 1 P S . Die drei Phasen- 
strome J ± , / 2 , J z sind alle um 




denselben Winkel cp gegen ihre Phasenspannungen verzogert und gleich - 
groB. Subtrahiert man nun von den Phasenspannungen P 1 , P 2 ,*P 3 
den Sparfnungsabfall Jz z in jeder der drei Leitungen, so erhalt man 
OP/, OP/ und OP 3 ' als die drei Phasenspannungen an den Klemmen 
der Belastung, und das Dreieck der Linienspannungen an den Klemmen 
der Belastung ist P/ P/ P 3 '. Die Seiten des Dreiecks sind gegen 
^ 2-^3 ur3 -d P 3 P X im gleichen Verhaltnis verkleinert und um den 
gleichen Winkel gedreht wie die Phasenspannungen OP / gegen OP x 
usf. . Hieraus folgt, daB bei symmetrischer Belastung das Spannungs- 
dreieck gleichseitig bleibt, und daB der prozentuale Spannungsabfail 
bezogen auf die Linienspannung gleich ist dem Spannungsabfail einer 
Phase. Man braucht daher nur den Spannungsabfail wie bei einer 
Einphasenleitung nach Kap. IV fur eine Phase der Sternschaltung 
zu berechnen. 
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1st die Belastung unsymmetrisch, so wird das Spannungs- 
dreieck dagegen verzerrt. Nehmen wir z. B. an, zwei Phasen seien 
gleich belastet, die dritte aber sei unterbrochen (2 = 00 ), s. Fig. 83. 
Die Belastungswiderstande der beiden anderen Phasen sind jetzt in 
Beihe an die Linienspannung angeschlossen, in beiden flieBt der- 
selbe Strom, wie bei einem Einphasensystem. Er ist aber jetzt nur 

Jp p 

noeh wahrend er zuvor — war, und da P ; = V 3>, ist er jetzt 


nur 2 V 3 — 0,866 von dem friiheren Wert. Fig. 84 zeigt das Span- 


nungsdiagramm. Die Linienspannung 
■Pis === Po P t teilt sich zu gleichen Teilen 
P 0 P 2 == P Q Pi auf die beiden in Reihe 
geschalteten Scheinwiderstande. Zwischen 




dem neutralen Punkt des Generators und dem der Belastung besteht 
die Spannung 0P O , und zwischen den Enden der unterbrochenen 
Leitung besteht die Spannung P 3 P 0 , die groBer ist als die Phasen- 
spannung OP 3 des Generators. Der Strom ist gegen die Linien- 
spannung P 13 = P 3 P a um cp verzogert; subtrahiert man den Spannungs- 
abfall J z x in den beiden stromfiihr enden Leitungen, so erhalt man 
die Linienspannung P/P/ und das Spannungsdreieck P 1 'P 3 / P 3 an 
den Klemmen der Belastung, das nun nicht mehr gleichseitig ist. 
Was hier fiir vollstandige Unterbrechung einer Phase gezeigt wurde, 
gilt analog, wenn die Belastung einer Phase wesentlich schwacher 
ist, als die der beiden anderen: an der am schwachsten belasteten 
Phase tritt eine Erhohung der Spannung auf, an den anderen eine 
Verkleinerung. 

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung der Strome der ver- 
schiedenen Phasen ist es im allgemeinen nicht moglich, Gliihlampen 
in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner Dampen die 
Spannungen sich an den iibrigen stark andern. Wenn sie in Stern 
geschaltet werden, ist ein neutraler Leiter erforderlich. 

Analytische Berechnung der Stromverteilnng einer Sternschaltung. 

Gegeben seien die drei symmetrischen Spannungen des Gene- 
rators P 1 , P 2 , P 3 (s. Fig. 85). 

Zwischen dem neutralen Punkt des Generators und dem der 
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Belastung besteht bei ungleicher Belastung der Phasen stets eine 
Spannung, wie dies soeben fiir ein Beispiel gezeigt wurde, bei dem 
kein neutraler Leiter vorhanden war. 1st er vorhanden, so fiihrt 
er bei ungleicher Belastung der Phasen Strom, und es besteht ein 
Spannungsabfall in ihm. 

Die GroBe und Phase dieser Spannung ist zunachst unbekannt, 
wir bezeichnen sie mit P 0 , sie ist in 
Fig. 85 durch die Strecke OP 0 dargestellt. 
Auf jeden Scheinwiderstand, der sich voni 
neutralen Punkt des Generators iiber eine 
Leitung und den Belastungswiderstand bis 
zum neutralen Punkt der Belastung er- 
streckt, wirkt die Differenz aus der be- 
treffenden Phasenspannung P x und der 
Spannung P 0 . Dies© drei Differenzen wer- 
den durch die Vektoren P 0 P 1? P 0 P*> 
P 0 P 3 dargestellt. Sind z 19 z 2 , z 3 , z 0 die 
gesamten Scheinwiderstande der drei Phasen 
und des Nulleiters vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem 
der Belastung, so gelten die Gleichungen: 

$!-?<> = &3xl 



— ?„ = 


( 122 ) 


?3 — ^0 = 3sS3 J 


und fiir den Nulleiter 


o — ¥ 0 “So8o- 

Fiihrt man an Stelie der Scheinwiderstande z die Leitwerte y ein y 
so ist auch 


3i=(*i-*o)V 

S'2 = ($2 ? 0 ) 9 2 

$3 = ($3 $0) ^0 

3o == % - 

Es ist nun die Summe aller vier Strome gleich Null: 

Si + 82 + 3 a + So —p • 


(122 a) 


Addiert man daher die vier Gleichungen 122a, so wird 

(^l + ^2 + ^8 + 9 o ) = ^1 + ?2 ^2 + $3 % 

und hieraus ermittelt sich zunachst 




(123) 


Durch Einsetzen dieses Wertes in Gl. 122a ergeben sich die 
vier Strome. 

Ist kein neutraler Leiter vorhanden, so ist in den Gl. 122 und 
123 ty 0 = 0 zu setzen. 
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Graphische Ermittlung. Man kann die soeben abgeleitete 
Rechnung auch graphiseh durchfiihren. Dividiert man Gl. 123 beider- 
eeits durch so wird 


^ ' ‘ ' 
Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion (Fig. 86). 
Man tragt 


(124) 


= OC = $ s d 3 

auf, und bildet die Summe OD — Hi 



1st ferner 

= 05' = ^, 0<7 = %t> 3 , OB' — ^ t) 0 , 

so ist die Summe dieser vier Strome 

0E^%_{2 ij a + ij 0 ). 

Nach Gl. 124 verhalt sich daher 

%> = OJD 
^ OE' 

Macht man 

aop^d^aop^e; 

so ist OP 0 gleich P 0 nach GroBe und Phase. 

Eine andere graphische Ermittelung des Sternpunktes ergibt 
sich aus folgender Betrachtung. 

a) Es ist kein Nulleiter vorhanden. 

Nimmt man zunachst an, eine Phase, z. B. 3, sei unterbrochen, 
so sind die beiden anderen 1 und 2 hintereinander an die Linien- 
spannung P 12 angeschlossen, und diese verteilt sich auf die beiden 
Zweige nach MaBgabe ihrer Scheinwiderstande oder im umgekehrten 
Verhaltnis ihrer Leitwerte. 

Macht man daher in Fig. 87a und b 

P ‘s P o :P o' P i == h : h= =t )i : ^. ==OA:AB > 
so ist OP 0 f die Spannung zwischen Stempunkt des Generators und 
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dem der Belastung bei untcrbrochener Phase 3. Sie ist nach. Gl. 123 
fur 9 S = 0 und t) 0 = 0, 






Die Spannung zwischen der Klemme 
der unterbrochenen Leitung und dem Stern- 




Fig. 87 b. 


punkt der Belastung ist daher 


P 3 P 0 ' = ^-$o' = 


^3 Oh 4" jja) ~ Qjjj 9i + ^2 9a) 


(125) 


$o = 

¥*-*O a 


. (12 5 a) 


^1 + ^2 

1st nun der Leitwert der Phase 3 nicht Null sondern ty 3 , so 
ist nach 61. 123 

. ffii *h ~t~ ^2 ~f" %3 ^3 

9l + ^2 + ^3 

und 

^3 Oh 9a) — OjPi jji + % h) 

0)l + ^2 + 9s) 

Durch Division der Gl. 125 und 125a erhalt man daher 
^3 ^0 _ *h jh 

$3 $</ 4" H“ % 

Man tragt also P 3 P 0 so auf, daB 

P 3 P 0 : P 3 P 0 ' — Oh + i} 2 ) : Oh + 9s + 98.) = OB : OC , 

dann ist 0P Q die gesuchte Spannung des Sternpunktes. 

Haben y x und y 2 den gleichen Phasenwinkel, so liegt der Punkt 
P 0 ; auf P 1 P 2 ; hat auch y z denselben Phasenwinkel wie y ± und y 2 , 
so liegt P 0 auf der Geraden P 3 P 0 '. 

b) Ist ein neutraler Leiter vorhanden, so setzt man das Yer- 
fahren wie folgt fort. Ohne neutralen Leiter war 

fyc 

2 *. 9 • 


^0 
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Ill 


mit neutralem Leiter ist dagegen 


$0(n) = 




also 


O^ + tyo) 


%0(n) _ jjjg 
$0 O^se + W 

Man tragt also die Strecke OP 0(w) so auf, daB 

OP 0 (n ) : OP 0 = Oh H" % + 9») : (?o + 9i + + 9s) = 00 : OP, 

dann ist OP 0(w ) die gesuchte Spannung des Sternpunktes. 


Berechnung bei unsymmetrischen Linienspannungen. 


Oft liegt die Aufgabe vor, daB zu gegebenen unsymmetrischen 
Linienspannungen die Stromverteilung bei Sternschaltung der Belas- 
tungswiderstande z x z 2 z 3 zu berechnen ist (vorausgesetzt, dafi die 
gegebene Unsymmetrie der Spannungen durch sie nicht mehr geandert 
wird). 

In solchen Fallen ist die Bezugnahme auf den Nullpunkt des 
Stromerzeugers nicht mehr moglich. 

Bezeichnet man die Spannungen zwischen je einer der drei 
Leitungen und einem beliebigen Bezugspunkte der Reihe nach mit 
$2 die Linienspannungen $ c , so gilt fiir diese stets 

(s. auch S. 103) • 

*1 ) 




(126) 


^3-^1 = ^ J 


Die Summe der drei Linienspannungen ist daher stets Null, bei 
einwelligen Spannungen bilden ihre Vektoren ein geschlossenes Drei- 
eck, das bei Unsymmetrie ungleichseitig ist. 


a) Die Belastungswiderstande sind gleich. 

Wir wahlen als Bezugspunkt den Sternpunkt der Belastungs- 
widerstande, dann sind die gesuchten Phasenspannungen 

der Belastung. Da die Summe der drei Strome der Sternschaltung 
stets Null ist, wird fiir 'fo === fa == & 8 == S 

S 0 0 

$1 “h ^3 = 0 • 

Hieraus folgt, daB bei gleichen Belastungswiderstanden der 
Spannungsmittelpunkt der Belastung der Schwerpunkt des Spannungs- 
dreiecks ist (s. Fig. 88). Nach Gl. 126 wird namlich 

^c + ^2 
$1' 
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mithin $1 = § (?« ~ $s) 

und analog 5^ = | ($» — $ c ) 

% *=!(?» — &)• 

Durch die $ und § sind die Strome bestimmt. 


b) Die Belastungswiderstande sind ungleich. 

Der Spannungsmittelpunkt der Belastung (0 in Fig. 89) ist 
nicht mehr der Schwerpunkt des Spannungsdreiecks (O') , zwischen 
den Spannungsmittelpunkten des unsymmetrisch und des symmetrisch 




belastefcen Systems besteht eine Spannung P 0 = O'O. Seien P 1 , P 2 , P }i 
die gesuchten Phasenspannungen des unsymmetrisch belasteten Systems, 
Pi>P**P*i die symmetrischer Belastung, so ist 

¥b — 

Multipliziert man jede der drei Gleichungen mit dem zugehorigen 
Leitwert fy 3 und addiert sie, so wird, da die Summe der drei 
Strome ^ t) i; ij a , $3153 Null ist, 

¥0 (* 3 i H~ ^ ~l~ tyj) = ^ ^3^8 

% = ( 127 ) 

Diese Gleichung fiir P Q ist vollkommen analog der Gl. 123 , 
S. 108, mit dem Unterschied, dab die $P 9 ' $ 3 ' hier unter sich 
verschieden sind. Die graphische Berechnung ist der dort gezeigten 
genau entsprechend. 


45. Dreieckschaltung. Die Beziehung der Phasenstrome zu 
den Linienstromen. 

Ehe wir die analytische Berechnung der Dreieckschaltung 
durchfuhren, soli zunachst an den Vektordiagrammen die Be- 
ziehung zwischen den Phasenstromen und den Linienstromen er- 
lautert werden. Hierbei nehmen wir eine Schaltun^ nach FiV 90 
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Stern geschaltet. Wir legen vorerst, gleiehviel ob die Belastungen 
des Dreiecks gleich sind oder nicht, gleiehgroBe Linienspannun gen 
zugrunde. 

Es seien in Fig. 91 P a , P 2 , P 3 die Phasenspannungen des 
Generators, die Linienspannnngen P a , P & , P c . 

P , P 6 , P c sind die Phasenspannungen des Dreiecks. 

Bei gleicher Belastung der drei Seiten des Dreiecks sind die 
gleichgroBen Phasenstrome (Ring- 
strome) J a , J bi J c um gleiche Winkel 
cp gegen die Spannungen P a , P 6 , P c 
verzogert. 

Verlegt man die Vektoren der 
Strome nach dem Mittelpunkt 0, 
so erhalt man dis Linienstrome als 

si 

Fig. 90. Fig. 91. 




Differenzen benachbarter Phasenstrome, also 

(128) 

Die Vektoren dieser Strome sind die Seiben des Stromdreiecks 
Ihre Verschiebung nach dem Nullpunkt zeigt, daB sie gegen die 
Spannungen P x , P 2 , P 3 dieselbe 
Phasenverschiebung haben, die 
zwischen den Spannungen und den 
Stromen des Dreiecks besteht. 

Anders "ist es bei ungleicher 
Belastung der Dreieckseiten. Ein 
Beispiel hierfiir zeigt Fig. 92. Es 
sind die Phasenverschiebungen der 
Dreieckstrome gegen ihre Span- 
nungen <p a > <p h , (p c , die der Leitungs- 
strome gegen ihre Spannungen <p x , 

9V 9V 

Es ergeben sich folgende Be- 
ziehungen: J x ist gegen P x um 9 o x 
verzogert. Nach Gl. 128 ist J x die geometrische Differenz von J c und 
J b , die um cp c bzw. (p b gegen P c bzw. P b nacheilen. P c eilt 

Fraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 8 
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gegen P t um 30° vor, wahrend P h gegen P 1 um 150° voreilt, — P h 
also gegen P 1 um 30° nacheilt, daher wird 

J x cos <p x = J e cos (<p c — 30°) -j- J t cos (cp b -)- 30°) | 

J x sin cp x =J C sin [<p c — 30°) -f J b sin (c Pi + 30°) J 

und analog fiir die anderen Phasen 

COS <p„ =«7 0 cos (<p a — 30°) -f- J c cos (^ + 30°) | 

J 9 sin 9 = J a sin (<p a — 30 °) -j- J c sin {<P„ + 30 °) J 

endlich 


J s cos <p 3 =J b cos (cp h — 30°) +/ O eos (<p a -f- 30°)| 

J s sin <p s = J t sin (cp b — 30°) -\-J a sin (cp a + 30°)J 

Andert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so andern 
sick nur die Linienstrome an den beiden benachbarten Eckpunkten, 
aber nicht der des gegeniiberliegenden Eckpunktes. Wird z. B. der 
Strom einer Seite Null, etwa der Seite a, so ist J 2 = — J c und J z =J hy 
J x ist aber nicht Null, weil die Phasenversehiebungen der Strome J 2 
und J 3 gegen ihre Spannungen mit der Phasenverschiebung der 
Belastung nicht einfach zusammenhangen. 

Sind etwa zwei Seiten gleichstark und induktionsfrei belasfcet 
die dritte unbelastet, alsoJ a = 0, J h —J c —J, 9 ? & = ^P C = 0, so wird 


J x cos <p x =J cos ( — 30°) -\-J cos 30° —J Vs . 

J x sin cp x — J sin ( — 30°) -(- J sin 30° = 0 1 

JVIT 

J 2 cos cp 2 —J cos 30° = — - — 


JV 3 


J 2 sin 


9V 


= J sin 30° = 


J 




T ones T pnQ ( Q A , 

j y 3 

d g COS (y?g v tUo ^ — OU J ■ 

2 

J 3 sin cp z —J sin ( — 30°) 

— J 

~ 2 




Es ist also J x in Phase mitP 1 , 
dagegen ist J„ 2 gegen P 3 um 30° 
verzogert, wahrend J d gegen um 
30° voreilt (s. Fig. 93). Die in jeder 
der beiden belasteten Phasen ver- 
brauchte Leistung ist J P l — V 3 PJ , 
insgesamt also 2^3 PJ. Hier- 
von fiihrt J x die'Halfte, die iibrigen 
Strome je ein Viertel zu. 

Sind dagegen bei einer unbe- 
lasteten Phase die beiden anderen 
induktiv und etwa wieder gleich- 
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rh: belastet, also 

J i= J c= J ’ n = Vc ==90<, > 

ist J y cos cp ± — 0’ sin cp 1 = V 3 J 

— J J 

J 2 cos <p 3 = , ■J r 9 sin<p 9 = — v 3 

«/ 8 cos <p 3 = J , J 3 Sin <p 3 = . 

Hier f iihrt also J 3 eine Leistung P 3 J 3 cos cp 3 = | P </ zu, wahrend 
dLieselbe Leistung wieder zuruckgibt, 
n die gesamte Leistung ist Null 
i'ig. 94). 

Ein Linienstrom wird bei der 
ieckschaltung Null, wenn die Strome 
Leiden benachbarten Dreieckseiten 
oLgroB und und von gleicher Phase 
L. Ihxe Phasenverschiebungen gegen 
Spannungen unterscheiden sich 
n um 120°. Ist z. B. J h gegen P h 
30° verzogert, wahrend J c gegen 
am 90° voreilt, so ist, wenn sie 
oLgroB sind, ihre Differenz, d. h. 

Xiinienstrom J ± = 0. 

Transfigurierung einer Dreiecksehaltung in eine Stern- 

schaltung. 

Ist bei unsymmetrischer Belastung der Dreiecksehaltung der 
nnungsabfall in der Leitung zu beriicksichtigen, so wird die 
ung der Gleichungen, die drei unbekannte Spannungen und drei 
ekannte Strome enthalten, dadurch besonders unubersichtlich, daB 
Xanienstrome jeweils'die Differenz zweier Phasenstrome sind. 

Wesentliche Vereinfachung der Berechnung bietet die An- 
.dung des zuerst von A. E. Kennelly bewiesenen Satzes, daB 
5 Dreiecksehaltung durch eine in bezug auf den auBeren Strom- 
s aquivalente Sternschaltung er- 
t werden kann. Durch diese 
lasfigurierung wird die Berech- 
g einer Dreiecksehaltung auf die 
>r Sternschaltung zuriickgefiihrt. 

Es seien die Scheinwiderstande 
& b , z c des Dreiecks gegeben (s. 

. 95), gesucht z v z 3 fur den aqui- 
mten Stern. Aquivalenz besteht, 


a • C 




116 


Mehrphasenstrome. 


bei beiden Schaltungen gleichgroB ist. Zwischen den Klemn 
AB liegen beim Stern z 1 und z 2 in Reihe, beim Dreiecfe dagegen 
parallel zu der Reihenschaltung von z a und z 7l , daber ist 

^ | 8 e (fra 1 frs) 

^ 3 fra “h lb 4 ~ lc 

, | fra(fr6 + frc) 

.benso »>+ i *- S .H- i ;+T,’ 

i lb (lc + fra) 

8 1 fra+frs + Se 


Addiert man jeweils zwei dieser' Gleichungen und subtrahi 
davon die dritte, so erhalt man 

frd lc 


5l : 


fra + frs + fro 
Sc So 


8 a + lb + 8 c 
Sa lb 


(129) 


3 la + lb + Sc 

Sind die Scheinwiderstande des Dreiecks unter sich gleich 


la lb Sc b 

so sind auch die des Sterns gleichgroB, und zwar ist 

Si Sa S3 ~q~ * 



Man kann die Transfigurieru 
auch graphisch ausfiihren. Stel] 
in Ahb. 96 die Vektoren OA, 0 
OG der Reihe nach g a , na 
GroBe und Phase dar, und ist C 
ihre Summe, so macht man 
AOIC^AOBD, 

daher 

0I OCOB fr c fr„ 

OD fra +85 + 8c 


und analog fur die anderen Phasen. 

Umgekehrt kann eine Sternschaltung in eine Dreieckschaltu 
transfiguriert werden; 'man verwendet hierbei zweckmaBig die Le 
werte. Die Aquivalenz der Schaltungen gilt unabhangig von c 
Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung zwiscli 
den beiden Klemmen A und B (Fig. 95) gleich Null, so konr 
diese Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat dann be 
Dreieck zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten ei 
Parallelschaltung von y a und y h , beim Stern eine Reihenschaltu 
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von y s mit den beiden parallelgeschalteten y ± und 
daher 


analog 


*) a + *)& 




_ 1 

— 1 1 

^3 *h + ^2 

_ ^3 Oh 4~ ^ 

*h H” ^2 ~r ^3 * 
_ *hOfc + Qs) 

bi + ^2 + ^3 3 
% (*?3 ~f~ tyl) 

+ $2 H~ ^3 ’ 


Es wird 


und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon dio 
dritte subtrahiert 


, - ^2 ^3 

*)l + 9 3 + ^3 

( = ^ h 

1 tyl + ^2 4~ ^3 

, = 

+ $9 4 " ^3 > 


(129 a) 


Diese Rechnung findet z. B. dann Anwendung, wenn mehrere 
unsymmetrische Sternschaltungen parallelgeschaltet sind, deren neu- 
tral© Punkte nicht verbunden sind und der Spannungsabfall fur 
beide zu berucksichtigen ist. Zwischen den neutralen Punkten 
besteht eine Spannung, es konnen daher die Scheinwiderstande«ent- 
sprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden. 

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieck, 
die entsprechenden Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das 
aus der Parallelschaltung resultierende Dreieck kann wieder in eine 
Sternschaltung transfiguriert werden, womit die den parallelgeschalteten 
Sternschaltungen aquivalente Sternschaltung gefunden ist. 


47. Berechnung der Spannungserhohung bei einem Mehr- 
phasensystem. 

In Kap. IV S. 44 wurde gezeigt, wie bei einer Einphasenleitung 
die prozentuale Spannungserhohung und damit der ihr nahezu gleich- 
groBe Spannungsabfall berechnet wird. Da bei einem Mehrphasen- 
system die Linienspannung von dem Spannungsabfall zweier Linien- 
strome beeinfluJBt wird, die bei ungleicher Belastung der Phasen 
sehr verschieden groB sein und ungleiche Phasenverschiebungen gegen 
ihre Spannungen haben konnen, erweitert sich diese Berechnune bei- 
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In Fig. 97 sind die Linienspannungen P a , P h , P c der ] 
lastung in beliebigem MaBstab aufgetragen. 

J a , J h , J c seien die Strome der in Dreieck geschalteten ] 

lastung. Aus ihnen erhalt n 



die Liniensfcrome «/ 1? J 2 , J 3 


geometrische Differenzen m 
Gl. 128. 

Man tragt nun die Sp; 
nungsabfalle in der Leiti 


100 in Prozenten der seki 


daren Spannung (Sternspannu 
X 


unter dem Winkel arctg ge$ 
Jtb 


J voreilend auf und beschre 
liber diesen Strecken als Dur 
messer je einen Kreis. So 
z. B. 


-4 A = 1 00, l 


Fig. 97. 


Die Verlangerung von P c schr 


BD 2 in G x und G 2 . 


det die Kreise iiber AD X v 


Die Strecken AG X und G l D 1 seien in Prozenten der seki 
daren Spannung, u cX und fi cX , ebenso BG 2 = a c2 , G 2 D 2 = /J c2 , so 
unt^* Berucksichtigung von Gl. 54 S. 44 


o7o = ±“ C 


±« 0 5' 


(&i+A 


c2) 


200 


und analog fiir die anderen Phasen. Hierbei erhalten die a ( 
positive oder negative Vorzeiehen, je nachdem sie in die V 
langerung des Vektors der Linienspannung fallen oder in ihn sell 
die /3 sind zu addieren oder zu subtrahieren, je nachdem sie e 
ander entgegen- oder gleichgerichtet sind. 


48. Das Zweiphasen-Dreileitersystem 

Dieses System hat 



zwei um 90° gogeneinander phasenv 
schobene Spannungen und einen N 
leiter, es ist also ein unsymmetrisc 
System. 

Die Belastung wird zwischen 
einen AuBenleiter und den Nullei 
angeschlosseii (s. Fig. 98). 


48. Das Zweiphasen-Dreileitersystem. 
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Bei gleichmaBiger Belastung ist die Summe der momentanen 
Leistungen beider Phasen konstant, das System ist balanciert. 
Die Leistung ist 

N— 2PJ cos 99 . 

Die Linienspannung ist 


der Strom des Nulleiters 


daher auch 


PV2 , 


J 0 =JV2, 


N = P l J Q cos 99 . 


Ist der Spannungsabfall im Nulleiter vernachlassigbar klein, 
so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an 
den Klemmen der Belastung gleich 
groB und um 90° gegeneinander 
phasenverschoben. Besteht da- 
gegen im Nulleiter ein Span- 
nungsabfall, der gleich OP 0 in 
Fig. 99 ist, so sind die Span- 
nungen an der Belastung P 0 P 1 / 
und P 0 P 2 ' auch bei gleichen 
Stromen verschieden und nicht 
mehr um 90° phasenverschoben. 

Die Berechnung ergibt sich 
genauwie auf S. 108 fur 3 Phasen. 

Sind 2 ^, y ip y 0 die Leitwerte, ge- 

rechnet vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem der Be- 
lastung, so erhalt man 

. ^1 9 i "I - ^2 ^2 



Fig, 99. 


*0 = 


Si : 
S 2 : 
So : 


5l "+"52 + % 

= {% — ^ 0)^2 
: ^P 0 bo 


(130) 


Man kann hier ebenfalls graphisch verfahren. 

Denkt man sich zunachst eine Phase, z. B. 2 unterbrochen, so 
teilt sich die Spannung P 1 auf den Nulleiter und die Belastung 
der Phase 1 nach MaBgabe der Scheinwiderstande. Es ist 

¥1 




1 + 


= 35 — h — . 

*)o 1 81 + 80 

iJi 


Sind sowohl die Belastung als auch der Nulleiter induktions- 
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frei, so braucht man, wie in Fig. 100, nur den Vektor 0P ± in 
OP 0 ' nnd P 0 f P ± so zu teilen, daB 

OPo'-.Po'P^B'iR,. 

Zwischen der Klemme der unterbrochenen Phase und dem Null- 
punkt der Belastung besteht dann die Spannung P 0 'P 2 , sie ist im 
allgemeinen Fall 

m __ / ft fa ~f~ jjo) ft 

453 4 *°~ 9x + t?o 

Ist dagegen die Phase 2 belastet, so ergibt sich P 0 aus Gl. 130 und 
es wird 


also verhalt sich 


m ft foi + fro) ftft 

^ ft- fc+fc+lfc 3 


ft ft _ frl + % bl 

ft ft ^1 + tyj H” ^0 ^ I §0 I &0 

‘ 8i fa 

Nehmen wir z. B. an, es sei auch Phase 2 induktionsfrei belastet 
und ebenso wie 1, d. h. B x = B 2 = B, so wird 

ft — ft ~h ft 
ft — ft' P+2P 0 ‘ 



Fig. 100. 


Man teilt in Fig. 100 P 2 P 0 ' so durch den Punkt 
P 0 , daB 

P 2 P 0 :P 2 P 0 ' = P + P 0 :P + 2P 0 . 

Die Verdrehung der Spannungsvektoren aus der 
90° Phasenlage durch den EinfluB des Null- 
leiters ist fiir den Betrieb von Motoren be- 
sonders ungiinstig. Dies ist der Grand, wes- 
halb das System jetzt seltener angewendet wird. 


49. Zerlegung eines unsymmetrischen Mehrphasensystems in 
zwei symmetrische. 

Wie bei gegebenen unsymmetrischen Spannungen fiir konstante 
Belastungswiderstande zu rechnen ist, wurde auf S. Ill • gezeigt. 
Diese Rechnung ist aber nicht mehr verwendbar, wenn die Belastung 
aus rotierenden Maschinen besteht (z. B. Induktionsmotoren). Ohne 
auf die Theorie der Maschinen hier eingehen zu konnen, sei jedoch 
ein Hilfssatz 1 ) erlautert, der in solchen Fallen zum Ziel fiihrt. Er 
lautet: Ein unsymmetrisch.es Mehrphasensystem laBt sich in zwei 
symmetrische mit entgegengesetzter Phasenfolge der Spannungen zer- 

0 s. Fortescue Proc. Am. Inst. El. Eng. 1918. P. Muller ETZ 1918. H. 35. 
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legen. Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind verschieden groB, 
das groBere hat die Phasenfolge des unzerlegten unsymmetrischen 
Systems, das kleinere die entgegengesetzte. 

Zur Erlauterung ist in Fig. 101 zunachst die Zusammensetzung 
zweier symmetrischer Dreiphasensysteme zu einem unsymmetrischen 
gezeigt. In dem groBen gleichseitigen 
Spannungsdreieck A' B'G eilt P 6 ' gegen P a ' 
um 120° nach, P e ' gegen P a ' um 120° vor. 

In dem kleinen gleichseitigen Spannungs- 
dreieck A' DA eilt dagegen P" = A A gegen 
P a " = A' D um 120° vor, P" = D A gegen 
P a " um 120° nach. Durch Parallelverschie- 
ben von P" = A!D nach B' B ergibt sich C 
CB = P a als geometrische Summe von P ' 
und P a ". Da B D — B r A' — P c ', ist BA 
= P c die Summe von P' und P c ", endlich AG = P b die Summe 
von P b ' und P". 

In dem resultierenden unsymmetrischen Spannungsdreieck A B G 
ist die Phasenfolge dieselbe wie in A' B'G. 

Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind durch zwei zu- 
sammenzusetzende Spannungsvektoren und deren Phasenverschiebung 
bestimmt. In Fig. 101 eilt z. B. P^'=B'B gegen PJ um d vor. 
Beziehen wir alle Spannungsvektoren auf P a ' und P a " und geben 
einem, z. B. PJ, die Phase Null, so ist 





a 

:P'e +i 


8 

2 Jt 


¥»" = 


! hf) 


Durch Addition entsprechender Vektoren folgt: 


,'Mr) 


$ 6 “¥»'+* S '' = J > .'*“ , V + P a "e 

$.= $c' + 


(131) 


J-i- 


Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit e? ' 3 

. 2 Jt 

dritte mit e ~~ 2 T und addiert sie zur ersten, so ist 


die 


8 + V _ ^=3P a ' = 3$/ . . . . (132) 

. 2 jt 

Multipliziert man hingegen die zweite Gleichung mit die 

, . 2 jc 

dritte mit e 1 '* 3 und addiert sie zur ersten, so ist 


.2 jt .2 jt 

5P. + ^e _, ' r + ?.e +, ' r = 


= 3 P„ 




:3V (133) 
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Die beiden let 2 ten Gleichungen geben die Regeln an, wie ein 
gegebenes unsymmetrisches Spannungsdreieck P a P b P c in zwei sym- 
metrische zu zerlegen ist. Die graphische Zerlegung wird danach wie 
folgt ausgefiihrt: 

1. Man verdreht um die Endpunkte eines Spannungs vektors (PJ 
die beiden anliegenden und zwar den in der Phase zuriickliegenden (P & ) 
um 120° nach vor warts, den voreilenden (P c ) um 120° nach riick- 
warts. Die Verbindungslinie der freien Endpunkte der gedrehten 
Vektoren ist die dreifache Lange des zum festliegenden Vektor (P a ) 
zugehorigen Vektors (P a ') des gleichsinnigen symmetrischen Teil- 
systems. 

2. Man verdreht um die gleichen Endpunkte des festliegenden 

der Phase zuriickliegenden (P & ) um 

120.° nach riickwarts, den voreilen- 
den (P c ) um 120° nach vorwarts, 

die Verbindungslinie der freien End- 
punkte der gedrehten Vektoren ist 
die dreifache Lange des zum fest- 
liegenden Vektor (PJ zugehorigen 
Vektors (P a ") des symmetrischen 

Teilsystems mit umgekehrter Pha- 
senfolge. Fig. 102 zeigt die graphi- 
sche Zerlegung. 

Fiir ein Zweiphasensystem ist die Ableitung ganz analog und 
braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden. 

Ein Sonderfall ergibt sich bei Zusammensetzung von zwei gleich- 
groBen symmetrischen Spannungsdreiecken mit entgegengesetzter 
Phasenfolge. 

Setzt man in Gl. 131 P ” — P' und <5 = 0, so wird % =2P ' 
= — P a \ *p c = — P a '. Dies ist ein Einphasensystem mit der 
Spannung 2 P a f . Danach laBt sich ein Einphasensystem zerlegen in 
zwei gleichgroBe symmetrische Dreiphasensysteme mit entgegen- 

gesetzter Phasenfolge von je halber Spannung. 

50. Mehrwellige Strome in Mehrphasensystemen. 

Die Spannungskurven der verschiedenen Phasen eines sym- 
metrischen Mehrphasensystems haben alle dieselbe Form, da die 

verschiedenen Wicklungen einer Mehrphasenmaschine alle dieselben 
elektrischen und magnetischen Eigenschaften besitzen. Die Ober- 
schwingungen kommen in den Kurven aller Phasen in gleicher 
GroBe und Lage gegeniiber der Grundwelle vor. 

Der Phasenwinkel der Grundwelle ubertrasrt sich auf die Oher- 
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Smd die Grundwellen zweier aufeinanderfolgender Spannungen 
2 71 

urn ~~ gegeneinander phasenverschoben, so sind die Oberwellen der 

TO ^ 

% fachen Frequenz um — ihrer Wellenlange gegeneinander phasen- 
verschoben. n 

1st x : n eine ganze Zahl, so ist die Phasenverschiebung dieser 
Oberwellen ein ganzes Vielfaches von 2 n, d. h. die Oberwellen sind 
gleichphasig. 

1st x = (xn — 1), worin x eine ganze Zahl ist, so ist die 
Phasenverschiebung dieser Oberwellen zweier aufeinanderfolgender 
Spannungen 

x 2 n n 2 n 

= x 2 n . 

n n 


Die Oberwellen bilden ein symmetrisches Mehrphasensystem mit 
vertauschter Reihenfolge der Phasen. 

Ist endlich x = (xn-\- 1), so ist 


X 2 71 
n 


X 2 71 “j— 


2 n 
n 


Die Reihenfolge der Phasen ist wieder dieselbe, wie fur die 
Grundwellen. 

Bei einem Dreiphasensystem ist fur alle Werte von x, die 
durch 3 teilbar sind, x : n eine ganze Zahl, die dritten, neunten, 
fiinfzehnten usf. Oberwellen sind in alien drei Spannungen stets 
gleichgerichtet. Fiir # = 2 , 4 ,... wird 

(xn — 1) = 5, 11,17... 

(xn — 1) == 7,13,19... 

Die Oberwellen der ersten Reihe bilden symmetrische Mehrphasen- 
systeme mit vertauschter Reihenfolge der Phasen, die der zweiten 
Reihe solcher mit gleicher Reihenfolge wie bei den Grundwellen. 

Die Linienspannung ist bei Sternschaltung des Generators die 
Differenz zweier aufeinanderfolgender Phasenspannungen. 

Bei der Bildung der Differenz fallen die gleichphasigen Ober- 
wellen fort, beim Dreiphasensystem also alle Oberwellen, deren 
Ordnung x durch 3 teilbar ist, die dritten, neunten usf. Fiir die 
funften, siebenten, elften usf. Oberwellen ist wie fiir die Grundwellen 

die verkettete Spannung 2sin^ =V3mal so groB wie die unver- 

kettete Spannung. 

Die Spannungskurve der verketteten Spannung eines Generators 
mit Sternschaltung hat daher eine ganz andere Kurvenform als die 
Kurve der unverketteten Spannung. Fig. 103 zeigt die Phasen- 
spannung und die Linienspannung eines Generators. 
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Das Verhaltnis der Effektivwerte der Linienspannung und der 
Phasenspannung ist 

h , 1 /q VPi a + J > . 9 + i > 7 9 + - 
P V r p 1 *+p,*+p 5 * 

Kommen Oberwellen von 3, 9, ... facher Periodenzahl in der 
Phasenspannung vor, so ist dieses Verhaltnis kleiner als V3. 

Durch die Sonderstellung, die die dritten Oberwellen beim Drei- 
phasensystem einnehmen, sind eine Anzahl von praktisch wichtigen 
Erscheinungen zu erklaren. Da die dritten Oberwellen stets gleich- 
gerichtet sind, konnen sie bei einem Generator mit Sternschaltung 
ohne Nulleiter nicht zur Wirkung kommen, da sie, wie gezeigt, in 

Sind die Stromverbraucher ebenfalls 
in Stem geschaltet, so, besteht zwi- 
schen dem Nullpunkt des Generators 
und dem der Belastung auch bei 
vollstandiger Symmetric eine Span- 
nung von 3 facher Periodenzahl (und 
den evtl. daruber gelagerten Ober- 
wellen von 9 facher usw. Perioden- 
zahl), die gleich der Summe dieser 
in den 3 Phasen gleichgerichteten 
Wellen ist. 

Ist der neutrale Punkt des 
Generators geerdet, der der Be- 
lastung nicht, so besteht zwischem 
diesem und Erde die Spannung 
der dritten Oberwellen, die bei Hochspannungsgeneratoren groB 
werden kann, so daB die Beruhrung des Nullpunktes gefahrlich 
wird. Man erdet mitunter auch den Nullpunkt der Transformatoren. 
In den Erdleitern oder in einem gegebenenfalls vorhandenen Null- 
leiter flieBt stets ein Strom von 3 facher usw. Periodenzahl, der 
Nulleiter ist auch bei gleicher Belastung der Phasen nicht mehr 
stromlos. Man erdet iiber Drosselspulen oder iiber Widerstande. 

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten 
Oberwellen der Spannung zu einer Besultierenden von drei- 
facher Amplitude und ergeben einen Ausgleichstrom, der fast un- 
abhangig von der Belastung ist. Die Wicklung ist, auch wenn 
keine’ auBere Belastung angeschlossen ist, nicht stromlos. Off net 
man das Dreieck, so kann die Spannung der Oberwellen fur sich 
gemessen werden. 

Die inneren Strome von dreifacher Periodenzahl bedingen zu- 
satzliche Verluste in der Wicklung und erhohte Erwarmung, man 
schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck. 


der Linienspannung fortfallen. 




Fig 103. 


51. Messung der Leistung von Mehrphasenstromen. 125 


51. Messung der Leistung von Mehrphasenstromen. 

Bei gleicher Belastung aller Phasen eines symmetrischen Mehr- 
phasensystems genugt es, die . Leistung einer Phase zu messen und 
sie mit der Phasenzahl zu multiplizieren. Fig. 104 zeigt die Schal- 
tung fur eine Dreiphasensternschaltung. Die Stromspule des Watt- 
meters ist in eine Leitung geschaltet, die Spannungsspule zwischen 
diese Leitung und den Sternpunkt. Ebenso kann man bei einer 
Dreieckschaltung die Stromspule in eine Dreieckseite und die 
Spannungsspule zwischen die zugehorigen Knotenpunkte des Drei- 
ecks schalten. Oft verwendet man einen kiinstlichen Nullpunkt 
(s. Fig. 105) und gleicht die Widerstande so ab, daB der Widerstand 
der Spannungsspule mit ihrem Vorschalt widerstand ebenso groB ist 
wie die Widerstande der beiden anderen Zweige. 




Bei ungleicher Belastung brauchen allgemein nur ( m — l) 
Leistung3messer verwendet zu werden, wenn m die Zahl der Lei- 
tungen ist. 

Bei einem Dreiphasensystem ohne Nulleiter geniigen also 
2 Leistungsmesser. Es ist 

und 

h 4" *9 + *3 = 0 ’ 

daher auch 


2 pi = (?i~Pz) h+fa—Ps) h .... (134) 
Bei dieser Leistungsmessung, die von Aron und von Behn- 



Leitung geschaltet und die Spannungsspulen zwischen diese Leitung 
und die dritte. 61. 134 gilt fur die Momentanwerte also ganz unab- 
hangig von der Kurvenform. 
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Fur die Effektivwerte einwelliger Strome gilt das Vektor diagram *** 
Fig. 107 dieser Schaltung. 

J x und J 2 sind die ge messenen Strome, die um cp x bzw. <p * 3 
gegen P x und P 2 verzogert seien. Die gemessenen Linienspannung^*^ 
sind — P b als Differenz von P x und P 3 und P a als Differenz von 
P 3 und P 3 . Es eilt nun — P & gegen ^ um (30° — <p x ) nach, 1 ind 
*P a gegen J 2 um (9? 2 + 30°) vor. Daher zeigen die Leistungsmes 3 'V 
folgende Leistungen an: 

N T = -P h J x cos (^-30°), N n = P a J 2 cos (<p 9 + 30 °) , 

worm P a =P 6 = V3P 1st. 

1st <p. 2 =60°, so zeigt der zweite Leistungsmesser die Leistixrijg' 
Null an, sein Ausschlag kehrt sich um, wenn cp 2 groBer als 60 0 wix*cl - 
Bei gleicher Belastung aller Phasen ist 

Nj -f- N n — V3 PJ [cos [cp — 30°) — j— cos ( cp -f- 30 °)] 

= 3 PJ cos cp , 

die Differenz der Leistungen ist dagegen 

Nj — N JX = V3 PJ 2 sin cp sin 30 0 
= Vs PJ sin cp . 

Durch Division der beiden Gleichungen wird 

< 185 > 

Bei gleicher Belastung kann die Phasenverschiebung bei ein- 
welligen Stromen direkt aus den Ausschlagen der Leistungsm easts or" 
ohne Strom und Spannungsmesser nach Gl. 135 berechnet werden. 

Bei gleicher Belastung der drei Phasen genugt nach R. Frio bo 
ein Leistungsmesser, mit dem zwei Messungen auszufuhren sind. X> i o 
Stromspule bleibt bei beiden Messungen in derselben Leitung, di© 
Spannungsspule wird nacheinander zwischen diese Leitung und cl I o 
beiden anderen geschaltet. Die beiden gemessenen Leistungen sixicl* 
wenn die Stromspule z. B. J x miBt: 

N i = (— P t) J 1 cos faj — 30 °) , N it = P c J x cos (^-j-30 0 ) , 

woraus man fiir gleiche Belastung und symmetrische Spannnrx |2£o xrx 
wieder die soeben abgeleiteten Beziehungen erhalt. 

Dreiphasensystem mit Nulleiter 1 ). Hier sind drei Leistux*|£s- 
messer erforderlich. Es ist ^ 

Ifi = M + M 4- { _j_ pi 

und 

*1+ *’a + h + *0 = 0 • 

Setzt man i 0 aus der zweiten Gleichung in die erste ein, Hc , 
erhalt man ’ 

- S 'P l = (Pi— ■Po) i i J r(p 3 — P 0 )h J r(p s — Po)*t ■ (IBS) 


a ) s. Orlich, ETZ 1907, S. 71. 
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Hierin sind (p 1 —p 0 ), (p 2 — p 0 ), (p s — p 0 ) die Spannungen der 
AuBenleiter gegen den Nulleiter, die zur Abkiirzung mit p 1Q , p., 0 , p 30 
bezeichnet werden mogen, so da 6 wir erhalten 

■ S/ P i = Pioh+Vioh + P-ioh ( 135a ) 

Die meisten Zahlerkonstruktionen fur Dreiphasensysteme mit 
Nulleiter verwenden die Linienspannungen. Diese erhalten wir durch 
die Beziehung 

Pa=P20—Pso' 

Pb = Pso Pi o y (136) 

Pc = PlO— PSO, 

Die Summe P 10 + P 20 + P 30 hei Verwendung eines Nulleiters 

von Null verschiedem und zwar nicht nur bei unsymmetrischer Be- 
lastung sondern auch bei symmetrischer Belastung, well die Ober- 
wellen von 3, 9, . . . facher Periodenzahl flieBen konnen. Setzt man 


Pio+fto+JW 5 ^- 2 ? ( 137 ) 

so erhalt man aus Gl. 136 und 137 

Pio=UPc— Pb+Zp) ' 

fto=a(P.— P. + ZP)\ ( 138 ) 

Pm=\{Pi — Pa + 2 P) . 


Setzt man in die Leistungsgleiehung 135 a 
h= — (*« + ^8 + *o) ’ 

so wird 

2 pi = (p 30 — p 10 )i, (p so — p 10 ) i s — p 10 i 0 

oder, wenn man die Linienspannungen nach Gl. 136 einfiihrt, 

£pi = p l i s —p ii i' i —Pi 0 io (139) 

Diese Gleichung, die durch zykliscke Vertauschung zwei weitere 
analoge ergibt, bietet noch keine Vorteile gegeniiber der Messung 
nach GL 135, weil 3 Zahlersysteme erforderlich sind, bei denen je 
eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammenwirken. 

Die Zahl der Systeme laBt sich aber auf 2 reduzieren, wenn 
man bei jedem System mehrere Spannungsspulen oder auch mehrere 
Stromspulen zusammenwirken laBt. Dies ergibt die folgenden Mog- 
lichkeiten. 

Setzt man in Gl. 139 fur p 10 den Wert aus Gl. 138 ein, so wird 

Zpi^Pbih+lh) — P«(*» + s*o) — ih S P • • ( 140 ) 
Addiert und subtrahiert man hierzu p c i 3 , so erhalt man 

2 pi = (p b — p c ) (i s + K) + Pc (h — h)~3 h 2 P • ( 141 ) 

Addiert man zu GL 139 die durch zyklische Vertauschung erhaltene 
2pi = Pch—Pjs — Pwh 
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und setzt fur p 1Q und p 2Q die Werte aus GL 138 ein, so ergibt sich 
2 2pi=(p i — p a )(i s — |*a)4* Pe(h— S)~ • ( 142 ) 

Setzt man ferner die Werte aus Gl. 138 in GL 135a ein, so wird 

3 Ip i = \ (Pc Pb ) + h (: Pa — Pc) + h ( Pb — Pa) — \ 2 P > 

oder nach Addition und Subtraktion von i 3 p c 

3 2 pi — (i x — i s ) ( p c — p h ) + (i 9 — * a ) (p a — p c ) — i 0 2p. (143) 

Die G1. 140 — 143 stellen, wenn man von dem Glied mit 2p 
absiebt, MeBanordnungen mit 2 Systemen dar, bei denen je 1 oder 
2 Spannungsspulen mit 2 Stromspulen zusammenwirken. 

Das Glied mit 2 p gibt den Feh- 
ler an. Man kann Zp messen, wenn 
man (nach Fig. 1‘08) durch drei gleiche 
— 1 Widerstande q zwischen den AuBen- 
leitern einen kiinstlichen Nullpunkt 
herstellt und ihn durch einen Span- 
nungsmesser vom Widerstand g g mit 
Fig. 108. dem Nullpunkt der Belastung ver- 

bindet. 

Sind j 19 j 2 , j s die Strome in den 3 Widerstanden, j der Strom 
im Spannungsmesser, so ist 

PlO=hQ + ^Qg 
Pio=hQ + ie a 
Pi 0 = hQ + iQg> 

daber 

z p =(Q-\-3e g )j. 

0 __ l _ ^ 0 

Der Ausschlag des Spannungsmessers ist daher mit ——--LAs 
zu multiplizieren, um die Spannung Zp zu erhalten. @9 

Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines 
Leistungsmessers, dessen Stromspule von i 0 durchflossen ist, so kann 
das Fehlerglied in GL 140 — 143 gemessen werden. 
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52. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. 

Liegen zwei geschlossene Stromkreise einander benachbart, 
wie Fig. 109 fiir zwei einfache Leiterschleifen zeigt, so ist der In- 
duktionsfluB des einen auch teilweise mit dem anderen verkettet. 
Die Anderung des Sfcromes eines Kreises bedingt Induktionswirkungen 
nicbt nur in ihm selbst, sondern auch im benachbarten Stromkreis, 
eine Erscheinung, die als gegenseitige Induktion bezeichnet wird. 

Ftihren beide Kreise Strom, so stellt sich ein Feld ein, das aus 
der Summenwirkung beider Strome resultiert. 

Die magnetische Energie des Feldes zweier strom- 
fiihrender Kreise. 

Die Energie des magnetischen Feldes ist nacb Gl. 16 S. 12 

W m = ( 16 ) 

In einem beliebigen Punkt seien die von den Stromen i ± 
und i 2 der beiden Kreise herruhrenden Feldstarken und § 2 . Sie 
haben im allgemeinen verschiedene Richtung und mogen einen 
Winkel a miteinander bilden. Dann ist die resultierende Feldstarke 

-\- § 2 2 -f- 2 § x § 2 cos a . 

Mit diesem Wert zerfallt der Ausdruck 16 fiir die Energie in drei Teile 
w mi = I / iUju 0 §* dv ist nur von i* , 

W mi = lj Wo&dv ist nur von f 9 , 

n 7 f .. .. ck ck rtAO /v /7 nt nrwl o SI.Kll fl.n Ofl fX 
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Nacb S. 12 ist 

worm L x und i 2 die Induktivitaten der beiden Stromkreise sind. 
Den dritten Teil konnen wir wie folgt deuten. Die vom Strom i x 
berriibrenden und von ihm durchfluteten Induktionsrobren sind 
(s. Fig. 109) zum Teil mit i 2 verkettet. Fiir eine solcbe Rohre 
ist der konstante FluB 


PoL l §i d f=‘®i d f- 

Daher wird fiir eine solcbe Robre 


dW mii = ^dfJ cos ads. 



o 

Nacb dem DurchfLutungsgesetz ist bierin 

/^ 2 cos«rfs = i 2 , 

0 

sofern diese Robre umscblingt, andern- 
falls Null. Im ersten Fall ist 

Erstreckt man daber die Integra- 
tion nur iiber die Robren, die mit 
verkettet sind, so wird 

b^m 12 = h I ®i d f ~ H ^12 j 


worin ?f r 12 der InduktionsfluB ist, den 
der Strom i x durch die Flache des Stromkreises 2 sendet. Man setzt 


•^12 2 (144) 

^12 = ^2^12 (145) 


Gebt man vom Strom i 2 aus, so findet man analog den FluB, 


den durcb den Stromkreis 1 sendet, 

¥ 21 =i 2 M 21 • (144a) 

^ w ia === (145 a) 

Da die Energie in beiden Fallen dieselbe ist, wird 

M 12 ^M 21 = M (146) 


M beiBt der gegenseitige Induktionskoeffizient oder die 
Wecbselinduktivitat der beiden Stromkreise, — die 

wecbselseitige magnetiscbe Energie. Die gesamte magnetiscbe Energie 
zweier stromfiibrender Kreise ist daber 

• • • • (1^7) 

Sie setzt sicb zusammen aus den Eigenenergien der Felder jedes 
Stromkreises (| und die ebenso groB sind, wie wenn 

der andere nicbt vorbanden ware, und der wecbselseitigen Energie 
i x i 2 M. 


52. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. 
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M hat, wie aus der Ableitung folgt, dieselbe Dimension wie L 
und wird in Henry gemessen. M ist auch nur als Konstante zu 
betrachten, wenn die Permeabilitat des Mediums ju unabhangig von 
der Induktion ist. 

M kann das positive oder negative Vorzeichen haben. Ordnen 
sich die Umlaufriehtung des Stromes eines Stromkreises und die 
Richtung des vom anderen Stromkreis dureh ihn gesandten Flusses 
entsprechend einem Rechtssystem zu, so ist M positiv, sonst negativ. 


EMK der gegenseitigen Induktion. 


Andern sieh die Strome i 1 und i 2 , so andert sich die Energie 
des Feldes. Betrachten wir L ±i L 2 und M als Konstante, sehen wir 
somit von einer Veranderung der gegenseitigen Lage und von einer 
Deformation der beiden Systeme ab, die eine Anderung von M bzw. L 
bedingen wiirden, so kann die Zu- oder Abnahme der Energie nur da- 
durch zustande kommen, daB elektrische Leistung den Stromkreisen 
zugefiihrt oder von ihnen abgegeben wird. Sie ist stets gleich dem 
Produkt aus dem Strom und einer Spannung. Nimmt die Energie in 
der Zeit dt um dW m zu, so ist die den Stromkreisen zugefiihrte 
Leistung 


dt 


i ) 

1 dt' dt) 


+ < 


dt 1 2 dt 


Die in den Klammern stehenden Ausdriicke, mit denen die 
Strome multipliziert werden, sind die zugefiihrten Spannungen, die 
den durch die Anderung des Flusses bedingten EMKen entgegen- 
gesetzt gleich sind. 

di 

Zu der EMK der Selbstinduktion — L~ tritt in jedem Strom- 


kreis die EMK der gegenseitigen 


Induktion 


,, di 
M dt’ 


die im 


Stromkreis 1 von der Anderung des 
Stromes i 2 und umgekehrt herriihrt. 
Fur einen einwelligen Strom ist der 

Effektivwert von M gleich J coM und 

dt 

symbolisch durch j^coM dargestellt. 

Bei spiel. Auf einem Leitungsmast 
seien zwei Doppelleitungen befestigt (s. 
Fig. 110), die eine A — B mag eine Kraft- 
leitung, die andere CD eine Telephon- 
leitung sein. Es soil die gegenseitige 
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FlieBt durch den Leiter A der Strom 1 Amp., so ist die Feld- 
starke in einem Punkt P der Ebene durch CD 



sie ist, . da die Kraftlinien Kreise um A sind, senkrecht zur Ver- 
bindungslinie AP gerichtet, ihre Komponente senkrecht zur Ebene C D 
ist daher 


sina 

£) sm a = — . 

^ 2 71Q 


Der FluB durch ein Flachenelement von der Lange 1 cm und der 
Breite da; ist 

, . 2 sin cc , „ 

d W=jU Q § Binccdx = dx-10 . 


Der Verschiebung des Punktes P um dx entspricht eine VergroBe- 
rung von q auf Q-\-dQ und von a auf cc-\-da. Dabei ist 


daher 


dxsincc = dQ , 

dy=i££io-». 

Q 


Der ganze FluB durch die Langeneinheit der von den Leitern CD 
begrenzten Ebene wird somit fur 1 Amp. 

2 In (A) 1CT 9 


Einen ebenso groBen FluB erzeugt der Strom 1 Amp. im Leiter B. 
Die Wechselinduktivitat wird somit fiir die Lange l cm 


M = 4Mn 



10“ 9 


Henry 


(148) 


Mit den in Abb. 110 eingeschriebenen MaBen wird 

@ 2 = 78, p x = 54, M = 4*nn||l0” 9 = 1,47 -M0~ 9 Henry. 

Die Induktivitat der Doppelleitung AB ist hingegen (s. S. 14) 

L = 4cl 10 -9 = 21,3L10“ 9 Henry. 


L ist hier fast 15mal so groB wie M. Laufen die Leitungen auf 
10km = 10 6 cm parallel, so induziert ein einwelliger Strom von 
100 Amp. bei 50 Perioden, der in der Hauptleitung flieBt, in der 
anderen eine effektive Spannung 

Ja>M= 100 • 314 • 1,47 10~ 3 = 46 Volt. 

Zur Vermeidung der dadurch hervorgerufenen Storungen sind die 
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53. Strewing. 

Der Strom eines Systems J 1 bedingt in ihm selbst eine Anzahl 
Kraftlinienwindungen L X J X , in dem anderen MJ X . Sie verhalten 
sich wie L 1 : M . Waren beide Systeme in gleicher Weise mit dem 
FluB des Stromes J x verkettet, so miiBten sich bei zwei Spulen die 
Kraftlinienwindungen wie die Windungszahlen w x und verhalten, 

es ware 

L X \M = w x : w 3 , 
analog L^ : M — w^:w x , 

somit L X L 2 = M 2 . 

Da die Systeme raumlich nicht zusammenliegen, ist von dem 
FluB des einen Stromkreises nur ein Teil mit dem anderen ver- 
kettet. Man bezeichnet dies als Streuung. 

Es wird daher stets 

L X L^ > M 2 (149) 

Als MaB fur die Streuung setzt man 

( 15 °) 

worm o 0 ist und als Streukoef fizient bezeichnet wird. 

Nur der wechselseitigen magnetischen Energie J x J 2 M entspricht 
eine Energieubertragung von einem Stromkreis auf den anderen. Bei 
Maschinen und anderen Apparaten ist es daher zweckmaBig, sich den 
gesamten FluB zerlegt zu denken in einen beiden Stromkreisen ge- 
meinsamen, den HauptfluB, und die sog. Streufliisse. 

Nun ist aber von den beiden Stromkreisen gemeinsamen Kraft- 
linien allgemein nur ein Teil mit alien Windungen beider Stromkreise 
verkettet, der Best nur mit einem Teil, und zwar je nach der raum- 
lichen Anordnung der Spulen mit verschiedenen Teilen von beiden. 
Die Zerlegung in Haupt- und Streukraftlinien ist daher in vielen 
Fallen nicht eindeutig und kann in verschiedener Weise vorgenommen 
werden 1 ). 

1. Zum HauptfluB sind zunachst die Kraftlinien zu zahlen, die 
mit alien Windungen beider Stromkreise verkettet sind. Hire Durch- 
flutung ist 

J x w x +J*w % . 

Definiert man nun nach Bogowski 2 ) als HauptfluB die Summe 
der Kraftlinien, die veischwindet, wenn 

J i w 1 -\-J 2 w 9 = 0 

gemacht wird, den Best als Streufliisse, so ergibt sich, daB der Haupt- 
s. F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenbau, 1914. S. 238. 
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fluB alle Kraftlinien umfaBt, die hierbei von gleich viel Arnpe 
drahten beider Stromkreise durchflutet sind. 

Die gemeinsamen Kraftlinien, die von ungleichen Amperedrah 
der beiden Stromkreise durchflutet sind, zahlen dann zu den Str 
flussen. Sie heiBen nach Rogowski doppeltverkettete Streuflii 
im Gegensatz zu den reinen (oder einfach verketteten) Streufliiss 
die nur mit je einem Stromkreise verkettet sind. 

Die Kraftlinienwindungen der beiden Stromkreise sind allgem 

Macht man 

— — J i w i > 

so bleiben als Kraftlinienwindungen der Streufliisse 

) 

, , f (151 

S —L — — M und Sc, — L., — — M . . (152 
1 1 w 2 w x v 

sind die Streuinduktivitaten der beiden Stromkreise. Sie kom 
beide positiv sein, es kann aber auch einer Null oder negativ werd 
Bei dieser Zerlegung werden somit die Anteile der beiden Stromkre 
an der gesamten Streuung verschieden groB. 

2. Die* Ungleichheit, die an sich willkiirlich erscheinen m 
verschwindet, wenn man die Zerlegung so vornimmt, daB die 
samten magnetischen Energien beider Stromkreise gleich groB werd 
Man hat somit zu setzen: 

| (L x J* (L a JS + J t J 3 M) . 

Da hierin die wechselseitige Energie zu gleichen Teilen in jed 
Stromkreis vorkommt, werden die Eigenenergien gleichgesetzt. 
HaupfcfluB wird die Summe der Kraftlinien definiert, die verschwinc 
wenn 



gemacht wird. Hiermit sind die Kraftlinienwindungen der Streuflii 



Die so definierten Streuinduktivitaten S x und S 2 sind wegen Gl. ] 
stets positiv. 


54. Der Lufttransformator. 
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Diese zweite Zerlegung hat ihrerseits den Nachteil, daB oft ein 
Teil der mit alien Windungen beider Stromkreise verketteten In- 
duktionslinien zu den Streufliissen gezahlt wird. Diese Linien ver- 
schwinden, wenn — — J x w x gemaeht wird. Dies wiirde bei 
der hier zugrunde gelegten Bedingung nur zutreffen, wenn 

L x :L 2 = w7 1 3 :w 3 3 

ist. In diesem Fall decken sich beide Definitionen, er ist aber im 
allgemeinen nicht erfiillt. 

M 2 • 

Fur die gesamte Streuung a = l — — — ist die Art der Zerlegung 

L i L z 

natiirlich belanglos. 

Wei ter e oft verwendete Bezeichnungen sind 

T 71 r W 1 r nr W * 

L 1 = v x M~, L* = v 0 M — , 

worm v 1 v 2 die Hopkinsonschen Streukoeffizienten heiBen. Damit 
wird Gl. 150 


M 

Das Verhaltnis — — wird als Kopplungsfaktor bezeichnet. 


54. Der Lufttransformator. 


Ein Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie 
einer Spannung in solche einer anderen. Er besitzt zwei Spulen, die sich 
gegenseitig induzieren und die ruhend zueinander angeordnet sind. 
Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik werden die 
Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder auf Eisenkerne 
gewickelt; in der Hochfrequenztechnik 
werden keine magnetischen Materialien 
verwendet. In diesem Falle sind L und 
M konstant. Wir beginnen mit dem 
Lufttransformator. In dem Schema Fig. 111. 

Fig. Ill sind die beiden Spulen mit 1 

und 2 bezeichnet. Die eine (1) ist an eine Wechselspannung an- 
geschlossen, sie heiBt kurz die primare Spule oder die Primarwick- 
lung, die andere (2) wird als sekundare bezeichnet, sie ist iiber 
einen Belastungswiderstand irgendwelcher Art geschlossen. Sind i x 
und i 2 die Strome, R x , die Widerstande, L x , die Induktivitaten 
der beiden Stromkreise, M die Wechselinduktivitat, so gelten fur 
die beiden Stromkreise die Gleichungen 



K ^R^+L^+M 


dt 


0 — R„ 


.4 -i.3- 


Jkf— 


(153) 

(154) 
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Man sieht aus der zweiten Gleichung, daB, wenn der eine Str 
sich nach einer Sinusfunktion andert, bei konstanten Werten \ 
Z, M und R auch der andere einwellig ist. Man kann daher < 
Gleichungen symboliscb schreiben 

= + • • • • (153 j 

° = (- R 2+i® i 2)8 2 +? co -^Si • • • - (154) 


Aus der zweiten Gleichung folgt das Verhaltnis der Strome u 
deren Phasenverschiebung <5; es ist 


3i 


B* +9ojL, 


^2 


jcoM 


M 


!- + ? 




)M 


(155^ 


daher das Verhaltnis der EfTektivwerte 


ji _ v-R, a +w 

coM 

X* 

coL., 


(156 


tg<5 = - 


Da tg <5 negativ ist, liegt (5 zwischen 90 und 180°. Setzt man c 
Wert fur Q., aus Gl. 155 in Gl. 153a ein, so wird 

^ + Z, A* + jco (L t - L. 2 A*)] , . . (157 

worm zur Abkiirzung gesetzt ist 

(ojMf fj.v 


A--- 


B* + (a>LJ 


(156 


Der sekundare Stromkreis wirkt also so auf den primaren zurii 
als ob sein Widerstand urn B 2 A 2 vergroBert und seine Induktivi 
urn L 2 A 2 verkleinert ware. Die Phasenverschiebung zwischen ] 
marer Spannung und Strom ist nach Gl. 157 

co (L± — L 2 A 2 ) 


tg 9V 


R x + B 2 A 2 * ‘ * 

Die Wirkspannung ist 

P x cos <p x = J x (B 1 + B 2 A 2 ) , . 

die zugefiihrte Leistung 

N x = P x J x cos <p x — J 2 (j R x ~|- B 2 A 2 ) 

und nach Gl. 156a 


(158 

(159 


N X = J 2 R X +J 2 B, 


(160 


Der primare Strom entnimmt dem Netz eine Leistung, von der ] 
ein Teil in dem Stromkreis als Stromwarme verbraucht wird ( J x 2 j 
der andere Teil wird in dem sekundaren Stromkreis in Stromwai 
umgesetzt, sie wird von dem primaren Stromkreis auf den sek 
daren durch das gemeinsame magnetische Wechselfeld als Zwisch 
glied iibertragen. 


54. Der Lufttransformator. 
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Vektordiagramm. Die Gleichungen ermoglichen, fur jede Be- 
lastung des sekundaren Kreises (B 2 L 2 ) die Strome und ihre Phase 
fur eine gegebene primare Klemmenspannung zu berechnen. Uber- 
sichtlich wird der Zusammenhang der verschiedenen GroBen wieder 
durch das Vektordiagramm. Bevor wir dieses aufzeichnen, ist fol- 
gendes zu beriicksichtigen. Die EMKe J 1 coM und J 1 coL 1 , von denen 
die erste im sekundaren, die zweite im primaren Stromkreis induziert 
wird, verhalten sich nach S. 135 wie 

M :L 1 = w 2 :w 1 v 1 , 

also abgesehen vom Streufaktor v x wie die Windungszahlen w. 2 und 
w x • Di^se sind im allgemeinen sehr versehieden groB, da der Zweck 
des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen. Um die pri- 
maren und sekundaren Spannungen direkt miteinander vergleichen 
zu konnen, denkt man sich alle sekundaren Spannungen mit dem 
Verhaltnis w x :w 2 multipliziert, d. h. auf die primare Windungszahl 
reduziert. Damit die Leistung unverandert bleibt, ist der sekundare 
Strom mit dem reziproken Verhaltnis, namlich w 2 : w 1 zu multipli- 
zieren. Die GroBen B 2 und coX 2 , die das Verhaltnis einer Spannung 

zum Strom ausdriicken, sind bei der Reduktion mit f— zu multi- 

plizieren, dagegen co M , die das 
Verhaltnis einer sekundaren 
Spannung zum primaren Strom, 
oder einer primaren Spannung 
zum sekundaren Strom darstellt, 
mit io x :w 2 . Durch diese Re- 
duktion andert sich an den 
Erscheinungen nichts. Im fol- 
genden werden stets die redu- 
zierten GroBen vorausgesetzt. 

In Fig. 112 ist OA = B X J X 
in Phase mit J x und A B — co L J x um 90° dagegen voreilend. Ferner 
ist CB — coMJ x , es ist daher 

AB = CBv x . 

Das iiber OB konstruierte rechtwinklige Dreieck BCD hat nun 
nach Gl. 154 die Seiten BD = coL 2 J 2 , DC = J 2 B 2) J 2 fallt daher 
in die Richtung DC , und der Winkel zwischen J x und J 2 ist der 
berechnete Winkel 3. Es ist BB—coMJ 2 und daher OB als geo- 
metrische Summe von OA — J x B x , AB — coL x J x und BE = co MJ 2 
nach GL 153 die primare Klemmenspannung P x% die gegen J x um 
cp x voreilt. 
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Spannungsdiagramm fiir induktionsfreie Belastung. 
Das Spannungsdiagramm zeigt, wie die Klemmenspannung zu ver- 
andern ist, wenn bei konstantem Strom die Belastung sich andert. 
Bei induktionsfreier Belastung ist L 2 lediglich die Induktivitat der 
sekundaren Wicklung, und es ist 

BD:BE=L 2 :M = v 2 : 1. 

Andert sich nun R 2 , so andert sich das rechtwinklige Dreieck 
BDC , dessen Seiten BI)=J 2 coL 2 und DG = J 2 B. 2 waren, derart, 

B I) 

daB D sich auf dem Halbkreis iiber C B bewegt. Da nun BE = 

S 

also BI) stets proportional ist, bewegt sich der Punkt E auf dem 
Kreis iiber BE , worin 

BH:BC = BE:BD=^1:v 2 

ist. Der Endpunkt des Vektors der primaren Spannung bei kon- 
stantem Strom J 1 bewegt sich also auf dem Kreis BEH. 

Es ist tg(EHB) = C ^'~. Ist R 2 — oo, d. h. ist der sekundare 

Stromkreis unterbrochen, so liegt der Vektor der primaren Spannung 
in OB. Dieser Zustand heiBt der Leerlauf des Transformators, die 
primare Spule verhalt sich wie eine Drosselspule, die Leerlauf- 
spannung ist 

•^10 = V- ^i 2 H - Tp> L x f. 

Ist der sekundare Stromkreis kurzgeschlossen, so ist R 2 nur 
gleich dem Eigen wider stand der sekundaren Spule. Hierbei liegt der 
Vektor der Klemmenspannung in OK, und es ist 

BK:KH = BF :FC = cdL 2 :R 2 . 

OK ist die Klemmenspannung bei KurzschluB. 

Das Diagramm zeigt die verschiedenen Streukoeffizienten. Es 


war 


daher ist 

CB:AB = M:L 1 = l:v 1 , 

ferner war 

AC :AB = (L l — M):L l = S 1 :L 1> 


BE :BD—BU\BC = M\L a = \ :v a 

endlich ist 

HC :BC=(L 2 — M) :L. 2 = S. } :L 2 , 


AH _HB _CBHB __ M M _ 1 1 

AB AB ABCB ~ L x L^~ 1 ~V 1 V^ a - 

Messung der gesamten Streuung. 

Die Streuung wird mittels der beiden besonderen Punkte fur 
Leerlauf und KurzschluB wie folgt durch Messung ermittelt. 

Man miBt bei offenem sekundaren Kreis den Strom J die 
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Spannung P 10 und die Leistung N 1Q9 und tragt den Vektor der 
Spannung P 10 = OB unter dem Winkel cp 0 gegen den Strom auf, 
worin 

N 10 

cos (p 0 = y-j~- 
J 1 *10 

ist, und fallt das Lot BA von B auf den Vektor des Stromes. 
Zweitens miBt man bei kurzgeschlossenen sekundaren Klemmen den 
Strom die KurzschluBspannung P 1]c und die Leistung N llc , und 
tragt P lk = OK unter dem Winkel cp k gegen J 1 auf, wobei 

N lk 

C0S %= p— r“- 

Verbindet man B mit K und zieht KH senkrecht zu BK bis 
zum Schnitt H mit AB , so hat man wie gezeigt 

* AH : AB = a. 

Sind die Widerstande der beiden Wicklungen vernachlassigbar 
klein, so ist die Leerlauf spannung sfchr nahe gleich AB und ebenso 
die KurzschluBspannung gleich AH, daher 



Das Stromdiagramm fiir induktionsfreie Belastung kann durch 
Inversion aus dem Spannungsdiagramm abgeleitet werden, es ergibt 
nach S. 39 wieder einen Kreis. Da dieses Diagramm in Kap. XII 
in allgem einerer Form abgeleitet und diskutiert wird, sei darauf 
verwiesen. 

55. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen. 

Bei dem behandelten Beispiel des Transformators waren die 
beiden magnetisch verketteten Stromkreise elektrisch voneinander un- 
abhangig. In vielen Fallen sind induktiv verkettete Systeme aber 
auch gleichzeitig elektrisch verkettet, sei es, daB sie in Reihe oder 
parallel zueinander geschaltet sind, sei es, daB sie einer Stromver- 
zweigung oder den Zweigen eines verketteten Mehrphasensystems 
angehoren. In alien solchen Fallen ist auf das Vorzeichen der 
gegenseitigen Induktion M Riicksicht zu nehmen. Beim Transfor- 
mator hatten wir stillschweigend M positiv angenommen, es ergab sich 
der sekundare Strom um weniger als 180° gegen den primaren verzogert, 
wobei die Abweichung von 180° bei sehr kleinem Widerstand ver- 
schwindet. Dies bedeutet, daB der induzierte Strom dem erzeugenden 
Feld entgegenwirkt. Wir untersuchen einige einfache Fall© der elek- 
trischen Verkettung. 
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1. Reihenschaltung. Zwei Spulen fiihren denselben Strom 
Je nachdem das gemeinsame Feld die Summe oder die Differem 
der Einzelfelder ist, ist M positiv oder negativ zu setzen. (Gleich- 
sinnige Schaltung oder Gegenschaltung der Spulen.) Die eine Schal- 
tung erhalt man aus der anderen durch Umkehrung der Stromrichtun^ 
in einer der beiden Spulen. Hierauf berubt eine Messung dei 
gegenseitigen Induktion. Addieren sich die Felder, so ist die 
resultierende Induktivitat 

L r —L x ~\~ L 2 -j- 2 M. 

Kehrt man den Strom in einer Spule urn, so wird 
L" — L 1 -\~L 2 — 2 M. 

Daker 

M = \(L’-L"). ' 

Die Blindspannungen an den beiden Spulen sind 
bei der gleichsinnigen Schaltung 

Jo(L x + M) und JcoiL^ + M), 
bei der Gegenschaltung 

J w (L 1 — M) und J co (L 2 — M) . 

Hierin kann eine der beiden Spannungen negativ werden. Be: 
gleichgeformten Spulen verhalten sich die L wie die Quadrate de] 
Windungszahlen, wahrend M je nach der GroBe der Streuung kleine] 
als y'L x L 2 ist. Sei z. B. 

w 1 : w . 2 = 2:1, L x :L. 2 = 4 : 1, M = 1,75 

in beliebigen Einheiten, so wird ( L 2 — M) = — 0,75. Bei Gegen 
schaltung ist in Spule 2 der Strom gegen die Spannung voreilend 
Gegen die ganze Spannung an beiden Spulen ist der Strom steto 
verzogert, da L x -\-L 2 — 2 M stets positiv ist. 

2. Parallelschaltung. Beide Zweige haben dieselbe Span 

nung 

!p = S s (i? 2 + j ( »£ s ) + )S I <»lj' ' ' - l j 

wo M zunachst positiv eingesetzt ist. Das Verhaltnis der Stromt 
wird daher 

Si _ jg jjzjJOL ~ 

Sa j m fix — M) 

a) Die Zweige seien gleich 

R 1 = R 2 = R, L 1= =£ 9 =£. 

Hier werden die Zweigstrome imter sich gleich, J 1 =J r 3J und je di( 
Halfte des Gesamtstromes. Jeder Zweig verhalt sich, als ob er der 
Widerstand R und die Induktivitat (L -f* M) hatte, der resultierend( 
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Seheinwiderstand ist die Halfte von dem jedes Zweiges. Bei posi- 
tivem M addieren sich die Felder, der Seheinwiderstand ist groB, 
die Stromaufnahme fiir eine bestimmte Spannung klein, bei nega- 
tivem M heben sich die Felder bis auf die Streuf elder auf, der 
Seheinwiderstand ist klein. 

b) Bei ungleichen Zweigen verteilt sich der Gesamtstrom zu 
ungleichen Teilen. Kann man die Widerstande vernachlassigen 

R x = B 2 Q, 

so wird 

J x L 2 — M 
J~L X — M' 

Fiir positives M kann hier das Strom verhaltnis negativ werden, die 
Teilstrome sind einander entgegengerichtet, der Gesamtstrom J hat 
die Richtung des Zweigstromes mit der kleineren Induktivitat. 

1st z. B. wieder 

L x : M : L. 2 — 4 : 1,7 5 : L, 

so wird 

J X = — IJ 2 J 2 = 1,5 J J x — — 0,5 J. 

Die resultierende Induktivitat wird (fiir jR = 0) 

l x l 9 — m* 

L X +L,-2M‘ 

Bei zwei ineinandergeschobenen Spulen, deren Windungsebenen 
gegeneinander verdreht werden konnen, Fig. 113, erhalt man fiir 
jeden Verdrehungswinkel zwischen 0 und 180° einen anderen Wert 
von M zwischen M und — M. Bei 90° ist die gegenseitige In- 
duktion Null. Durch Reihenschaltung oder Parallelschal- 
tung der Spulen erhalt man 2 Bereiche mit in weiten 
Grenzen stetig veranderlicher Induktivitat. Derartige Va- 
riatoren der Selbstinduktion 1 ) werden zu MeBzwecken und 
zum Abstimmen von Schwingungskreisen verwendet. Aus 
den Beziehungen fiir die Reihenschaltung und die Parallel- 
schaltung findet man, daB die Bereiche sich aneinander anschlieBen, 
wenn 

— M' 2 — (L x -f-i 9 2 M) 2 

gemacht wird. Ist z. B. 

L x :M:L 2 = 5: 2,6:2, 

so ergibt die Reihenschaltung den Bereich von 12,2 bis 1,8 die 
Parallelschaltung von 1,8 bis 0,147. 

c) Sind die Widerstande nicht zu vernachlassigen, so ist die 
Phasenverschiebung zwischen den Zweigstromen bei ungleichen Zweigen 
kleiner als 180°. Der resultierende FluB, der der Summe der 



^ a. M Wien . Ann. d Phvs. 1896. 57. S. 249. H. Hausrath, Zschr. f. 
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Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 


Durchfiutungen der parallelen Zweige proportional ist, liat dann bei 
ungleichen Windungszahlen eine andere Phase als der resultierende 
Strom. Man macht hiervon mitunter bei Maschinen zur Erzeugung 
einer bestimmten Phasenverschiebung zwischen dem Strom und 
seinem Feld Gebrauch (Wendefeld von Wechselstrommotoren). In 
anderen Fallen ist die ungleiche Verteilung der Strome schadlich, 
weil die Stromwarme viel groBer ist, als bei gleieher Stromverteilung^ 
Oft unterteilt man in Maschinen und Transformatoren Spulen fur 
hohe Stromstarken in parallele Spulen; bei diesen sind die Win- 
dungszahlen und Widerstande gleichgroB, M ist positiv. Infolge ver- 
schiedener Lage gegeniiber dem Eisen, z. B. in Ankernuten konnen die 
L sehr verschieden werden. Durch vollstandig symmetrische An- 
ordnung ist dafiir zu sorgen, daB nur Spulen gleieher Induktivitat 
parallel geschaltet werden. 

3. Stromverzweigungen. Als Beispiel untersuchen wir die 
Schaltung Fig. 114. Die sekundare Spule eines Transformators liegt 
parallel zu einer Drosselspule z 3 , die in Beihe mit der primaren 
Spule des Transformators liegt. Der Strom J 3 in der Drosselspule 
ist die Summe des primaren und des sekundaren Transformator- 

stromes J ± und J 2 . Ist die Schaltung so 
getroffen, daB in dem auBeren Stromkreis- 
J 1 entgegengerichtet ist und das Windungs 
verhaltnis so gewahlt, daB ist, so- 

Fig. 114. erhaltmandas auf den erst en Blick befrem- 

dende Ergebnis, daB die Strome in der 
Beihenschaltung von primarer Transformatorspule und von Drossel- 
spule in nahezu entgegengesetzter Bichtung flieBen konnen. 

Bechnen wir J 1 und positiv in Bichtung nach dem Knoten- 
punkt K , J z positiv von dem Knotenpunkt fort, so muB fiir diesen 
Fall das Verhaltnis J 3 : J x eine negative Zahl ergeben. Fiir den 
Sekundarkreis ist nach dem zweiten Kirchhoffschen Satz 

j^ x (o M- f- g. a (R 2 -f- j co £ a ) -|~ Q 3 (i? 3 4- j wL q ) — 0. 

Fiir den Knotenpunkt 

Si + 3s == ^3 * 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit -| -jeo L. 2 ) und 

subtrahiert von der ersten, so fallt fort und es wird 

fco(Jf — £ a ) — i \ 

3 1 j co (Z-3 -j- L„) -f- (_K a -f- B s ) ' 

Sind die Widerstande klein und M > L. 2 , d. h. w 1 > «>„ , so- 

jyr 

nahert sich der Ausdruck dem Wert — j s t hingegen 

L S+ L 2 

^<w; 3 , Jf<£ 2 , 

so erhalt man den positiven Ausdruck ^ und endlich wenn 
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die Klemmen der sekundaren Transformatorwicklung vertauscht 
werden, wobei M negativ wird, . In den beiden letzten Fallen 

■^3 i 

ist J 3 mit J r 1 nahezu gleichgerichtet. Im ersten Fall ist die Netz- 
spanming die Differenz der Teilspannungen an Transformator und 
Drosselspule, im zweiten die Summe. 

Als zweites Beispiel sei die Mes- 
sung der gegenseitigen Induktion 
zweier Spulen in der Briicke Fig. 115 
angefiihrt. 

Damit das Galvanometer nicht 
aussehlagt, muB 

S = \ i ^4 = ^8 
sein. Sind die Spulen so geschaltet, ^^5^ 

daB im Stromzweig 1 die EMK der 

gegenseitigen Induktion des unverzweigten Stromes ^ 6r 

EMK der Selbstinduktion des Stromes i 1 entgegengerichtet ist, so 
sind die Bedingungen dafiir, daB keine Spannung am Galvanometer 
besteht: 

— j co M ^ + S 3 ) + Si -®i — 3s R » • • ■ ( 163 ) 

und 

3i .(164) 

Die erste Bedingung zerfallt in die beiden Teile 

% x r x =%r, ( 163a ) 

und 

jcoL^=jcoM ^ , + Ss)* • • -( 163b > 

Gl. 164 und 163a ergeben 

R 1 :R i = R 3 :R i (165) 

wie fiir Gleichstrom, dann ist 

S 3 : Si = -®1 : = -®3 : ■ 

Der Wert fiir % in Gl. 163b eingesetzt, gibt 

^3 _ (166) 

L 1 R 1 + R a R 2 + 

56. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise. 

Sind die drei Stromkreise eines Dreiphasensystems magnetisch 
miteinander verkettet, und sind die Strome i 15 i 9 , * 8 , die Spannungen 

Cl\ r4vn n crfvn 
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Pi ~ h -®i + 

P« — h -®a ~T ^2 
Pz = h *^3 + 


di. 

dt 

die, 

dt 

dt, 

dt 


'i Jr- M ^4 -M 


dt 

M 13 ~dt JrM{ 


*+M ri ^+M^ 


32 dt 
dL 


dt 


. (167 


’ worm nach Seite 130 Gl. 146 stets 

i^l2 ^21 s -^23 = ^32 > ~^31 === .-^13 • 

a) 1st das System vollstandig symmetriseh 

R x = R 2 — R s = R 
L x = Z^ = Zr 3 = Z/ 

-^12 " — -^93 ==: -^31 == M ) 

und ist die Bedingung 

h + h + h ~ 0 (I® 8 

erfiillt, so wird aus Gl. 167 


Pl ^i x RJ r {L-M)^ 

P,==i. 2 S + (L-M)^ - 
(U 

Ps =^i s R + (L-M)^f 


(169 


Die drei Stromkreise verhalten sick so, als ob jeder allein i 
handen ware und eine Induktivitat (. L — M) hatte. Der resultiere] 
magnetische FluB, der jeden Stromkreis durchsetzt, ist mit c 
Strom dieses Kreises phasengleich. Die Gleichungen gelten fur 
Momentanwerte, daher unabhangig von der Kurvenform des Stron 
b) Ist das System unsymmetrisch angeordnet, d. h. sind die 
voneinander verschieden, so ist bei Abwejsenheit eines Nulleiters 


h + h J rh = Q 

stets erfiillt. Dann ist aber der magnetische FluB eines Stromkre: 
nicht mehr in Phase mit dem Strom dieses Kreises. Ist z. B. 


M X ,>M X 3 , 

so setzen wir 

M 1 ^ = M 1Z -f- m . 

Die Blindspannung des Stromes i x wird nach der ersten 
drei Gl. 167 




dL 
21 It 


+ M th. 

^ 31 dt 


(L — M. 


13 


\ di ± ■ die, 


Bei einwelligen Stromen ist diese Spannung nicht mehr um ! 

d i 

gegen i x verschoben, weil das Glied m~~ hinzutritt, das um ! 
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gegen i 2 voreilt, also gegen i 1 urn 30° verzogert ist. Die Spannung 
ist z. T. in Phase mit dem Strom, d. h. die Stromkreise iibertragen 
eine Leistung aufeinander. Diese Erscheinung hat Blond el als 
„schiefwinklige“ Beaktanz bezeichnet und bei Wechselstromleitungen 
eingehend untersucht 1 ). 

Betrachten wir eine Dreiphasenleitung, die kurz sei nnd deren 
Kapazitat vernachlassigt werde. Die Leitung besteht aus 3 Drahten. 
Fiigt man als vierten Leiter die Erde hinzu, so ist diese stromlos, 
wenn 61. 168 erf iillt ist. Es sind dann 3 Schleifen vorhanden, die 
aus je einem Draht und Erde gebildet werden, deren Induktivitaten 

L 2 , L 3 , deren Widerstande R v R 2 , R 3 und deren Wechselinduk- 
tivitaten M 12i M lzi sind. Diese drei Schleifen superponieren wir. 

Die Spannungen am Anfang der Leitung sollen mit dem Index J, 
die am Ende mit II bezeichnet werden. 

Dann werden die Gl. 167 


(Pu Piii) — H R i+ L i d \ + M n d l + M si d l 

(P-2 I Vi I l) = S R 1 J r L i d t + M 11 ~ d f + -^33 ~fa 

(Psi Pi It) = *3 R 3 +-^3 ~fa 13 ~fa ~\~ M 1S-fa 


(167a) 


Bei einwelligen Stromen konnen diese Gleichungen fiir beliebige 
Stromverteilung im Vektordiagramm dargestellt und daraus die 
Anderungen der Phasenspannungen ermittelt werden. Fur den be- 
sonderen Fall der symmetrischen Stromverteilung einwelliger Strome 
setzen wir symbolisch 

\ = 8i> *2 = 33 == Si e- - ? ‘ 2 °> = 8s == 8i e_yM0 » 

ferner sei 

R 1 = R 2 == R s = R > 

so wird 


OPii — ^Pi//) = Si -R 4“? coL x + ? c ° M 2 i e co e 

($2 , ■ - //) = 82 R + i ® L i 83 4- J co M x „ & e }i2 ° + j co M 32 

Oft, 7 ■ - ^3 ») = 83 R + 1 ® h 83 + j CO M 1S % «/“• + j co M 1S 3 a 
odor, da 

e — 3120 = cos 120° -jrj sin 120° = — | + ? § V 3 , 
e :b 240 = cos 240° + ; sin 240° = — i + ?*iV3 , 

CPi 7 - 11) == 8, [* f 1 V3 a, (Jf 41 - M )] 

+ ? ® 81 [A — I { M 1 i + ^8l)J 

OPs 7- 


(^37- 


• ?P 2 77 ) = 83 [* 4- 1 V 3 a, (M 32 — Jf M )] 

' ^3 77) == 83 \R | V 3 CO (Af 9 3 -^13)] 

“I - j ® 83 [^3 § C^IS 


*) Eel. 61ectrique 1906. 
Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 


(170) 


10 
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Die Blindspannungen sind durch die zweiten Glieder bestimml 
Die Wirkspannung jeder Phase enthalt ein zusatzliches Glied, da 
von der gegenseitigen Indnktion der beiden andern Schleifen herruhrl 
und der Leistungsiibertragung zwischen den Schleifen entspricht. Di 
Summe dieser Leistungen ist Null, die Leistung schwingt zwische] 
den 3 Leitungen, nach auBen ist die Schwingung ausgeglichen. 

Bei Leitungen, die symmetrisch zueinander liegen und sehr wei 
von Erde entfernt sind, sind die drei M einander gleich, dann gelte] 
die Gl. 169. 

Sind dagegen die 3 Leitungen in eine 


Q> 


-D H 


(j) Ebene in gleichem Abstand von Erde ange 
ordnet (s. Fig. 116), so ist aus Symmetric 
Fig. 116. gr iinden 


und 


=L 2 = £ 3 


^32 > ^13 ^31 • 

Hiermit werden Gl. 170 

(*1 / - ¥i n) - S 2 [Z + 1 Y 8 rn (M 13 - M 13 )] 

+ 9 <*> Si [^1 2 ( M 1S + *!•)] 

($•2 j ^2 ii ) = E -|~ j co ^2 [-^a *^19] 

(*8 / - ?sn) = 3 . [* - i V 3 o> ( M 23 - M )] 

-f- j CO 3 3 [£3 — \ ( M 13 -f- M 33 ) 1] 

Es ist (Jf 12 — ilf 13 ) der FluB, den der Strom 1 im Leiter 
durch die aus den Leitern 2 — 3 gebildete Schleife sendet, analog 




(171) 


1 — 3 


(L 1 — M 12 ) der EluB des Leiters 1 durch die Schleife 1 — 2 

(^1 -^13) 77 7? 77 77 77 77 77 77 

usf. Nach S. 132 wird for eine Leitungslange Z km 

(M 12 — ikf 13 ) = (M 32 — M S1 ) = 2 Zln 2 • 10" 4 Henry 
und nach S. 14 


(L t — M 19 ) = (£ a — M 12 ) = (L 3 - M 33 ) = Z 2 In - + 0,5 10“ 4 Henr; 


D 


(■ L i — M iz) = (^3 — M is) = M 2 In — - + 0,5 10 4 Henry 


2 D 


Hiermit wild die resultierende Induktivitat des inneren Leiters (2 


D 


L i — l\2hi — -j- 0,5 j 10 4 Henry 


und fur die beiden auBeren Leiter (l und 3) 


D 


L a = l 2 In [— In 2 — [— 0,5 j 10” 4 = Z 2ln — +1,193 10" 4 Henry. 


D 


Die scheinbare VergroBerung bzw. Verkleinerung des Ohmsche] 
Widerstandes in den beiden auBeren Leitern ist 

F =|V3 co 2 Z In 2 • 10~ 4 = cal 1,196 • 10” 4 Ohm. 
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Der Spannungsabfall in den drei Leitungen ist verschieden. 
Bilden die Spannungen am Anfang der Leitung ein symmetrisch.es 
Dreiphasensystem, so ist dies am Ende der Leitung nicht mehr 
der Fall. 

Beispiel. Es sei D = 100cm, a = 0,5 cm, 

L- 

j- = (2 In 200 + 0,5) 10" 4 = 11,1 • 10“ 4 Henry /km 

~ = (2 In 200 -f 1,193) = 11.8 - 10~ 4 Henry /km . 

Der Unterschied betragt ca. 6°/ 0 . 

Der Ohmsche Widerstand eines Leiters ist 


R__ _ 1 _ 
l "“57 


1000 

78,5 


= 0,224 Ohm/km, 


der zusatzliche Widerstand der AuJ3enle.it er bei 50 Perioden 
JR, 

-f = ± 314 • 1,196 ■ 10~ 4 = + 0,0375 Ohm/km, 


d. h. nahezu 1 7 °/ 0 des Ohmschen Widerstandes. 

Die Unsymmetrien konnen dadurch aufgeboben werden, daB 
man die Leitungen in gewissen Abstanden verdrillt, um die auBeren 
Leiter mit dem inneren zu vertauschen. 

Besonders stark treten diese Unsymirtetiien bei Bahnen auf 
die mit Dreiphasenstrom betrieben werden und bei denen zwei 
Leitungen als Oberleitung (Fahrdrahte) verlegt sind, wahrend die 
dritte durch die Schienen gebildet wird. 


57. Die Stromverteilung in massiven Leitern. 

Ein Gleichstrom verteilt sich im allgemeinen gleichmaBig iiber 
| den Querschnitt des Leiters. Anders ist es bei Wechselstrom. Der 

Leiter gehort einem Stromsystem an, dessen magnetisches Wechsel- 
feld auch den Leiter selbst durchsetzt. 

I Die inneren und auBeren Stromfaden eines Leiters sind nicht 

# mit der gleiehen Zahl Induktionslinien verkettet, in den inneren 

f Stromfaden werden groBere EMKe induziert als in den auBeren, so 

I daB im allgemeinen die Stromdichte im Innern des Leiters geringer 

I ist als gegen den Rand hin, und die Phase des Stromes ist im 

Innern eine andere als am Rande. Diese Erscheinung der Verdrangung 
des Stromes nach der Oberflache bezeichnet man als Hautwirkung 
(Skineff ekt) , sie bedingt eine Erhohung des Stromwarmeverlustes 
gegenuber der gleichmaBigen Stromverteilung iiber den Querschnitt. 

Ist di der Strom in einem Querschnittselement dq , so ist die 
Stromdichte in diesem Element 


di 



10 * 
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Die Summierung aller Stromelemente di liber den Querschnitt q er- 
gibt den gesamten Strom 

i= =S s x d 2- 

2 

In einem Volumenelement vom Querschnitt dq und der Lange 1 cm 
ist, wenn q der spez. Widerstand des Leiters ist, die Stromwarme 
in jedem Augenblick 

V Q dq . 


Fur eineti einwelligen Strom sei 8 X die effektive Stromdichte in 
dem betrachteten Element, dann ist die mittlere Stromwarme 


N x = S* Q dq 

und fur den ganzen Querschnitt 

N = Q fS x *dq. 

2 

Bei gleichmaBiger Stromverteilung ware der Effektivwerb der mittleren 
raumlichen Stromdichte 



und der Verlust N —gS 2 q. 

, . . N if SJdq , , 

Daher lst - N - = - J -Sgr- (172) 

2 

Druckt man in beiden Fallen den Verlust durch J 2 R aus, so 
sind bei gleichem effektiven Gesamtstrom J verschiedene Wider- 
stande R einzusetzen. Man spricht daher von einem Wechselstrom- 
widerstand R im Gegensatz zu dem mit Gleichstrom gemessenen 
Widerstand R g und bezeichnet als Widerstandsverhaltnis k r 



_* [S m 'iq 
qj & 


(172 a) 


Als Beispiel moge eine ebene Kupferplatte betrachtet werden, 
deren Flache groB gegen ihre Dicke ist, und die von geraden 
parallelen Stromfaden durchflossen wird. Das zugehorige magnetische 
Feld hat uberall dieselbe Richtung senkrecht zur Richtung der Strom- 
faden. Im AuBenraum sei das Feld auf der einen Seite homogen, 
auf der andern Null. 

Dieser Fall liegt angenahert vor bei parallelen Sammelschienen 
oder bei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupferschienen be- 
wickelt sind. 

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde 
(Fig. 117). Die Plattenflache, an der das magnetische Feld Null 
ist, liege in der 2L Z- Ebene, die Richtuno* Hat* EAlHaf.arlrA 
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Fur ein schmales Rechteck mit den Seiten AB = CD=l, 
AD = B G = dy, setzen wir die magnetische Randspannung gleich 
der DurchfLutung. © ist der Vektor der Stromdichte. Da die An- 
teile der kurzen Seiten entgegengesetzt gleich sind, wird 

— § + (§ + dyj = © • i 'dy 




dy 

Fiirein entsprechendes Recht- 
eck abed in der XF-Ebene mit 
den Seiten 1 und dy setzen wir 
die elektrische Umlaufspannung 
gleich dem magnetischen Schwund. 
In dem Leiter ist die elektrische 
Feldstarke '(§ = ©(), wenn q der 
spez. Widerstand ist. Da © und 
® sich in der X-Richtung nicht 
andern sollen, liefern die kurzen 
Seiten entgegengesetzt gleich e An- 
teile und es wird fur einen unmag- 
netischen Leiter (ju — 1) 


(173) 



3_(p_dy) 

dt 


3® 

dy 


3© 


9§ 


" Q ~d y~^ dt 


(174) 


Fur einen einwelligen Strom seien § und © die Effektivwerte 
Wir schreiben daher fiir den Drfferentialquotienten von § nach der 
Zeit symbolisch j co <q 

W co § = Q — (174a) 

Differentiiert man Gl. (174 a) nach cy und setzt Gl. (173) ein, so 
wird 

d 2 © juq(o 


dy* 


-j<5 


(175) 


und ebenso 


_ y 0 (Q . 

W Q ' 


(175a) 


Setzt man zur Abkiirzung ~ = A 2 , so wird Gl. (17 5 a) 


dy * 


= 2k‘ > j§ (175b) 
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Dies© Gleichung wird befriedigt durch den Ansatz 
§ = 2t e -«v y 

dann ist 

dy~ 8y* 

Setzt man diesen Wert in 61. (175 b) ein, so wird 


= «*$. 


-2 k' j 
a = + £(l + ?'). 


Die allgemeine Losung von 61. (175 b) besteht daher aus zwei Teilen 
§ = 8r i c*t 1 +fivJ r ^ e -*£+i)v (176) 

Fur y = 0 sollte § = 0 sein, daher wird 

sr 2 = — a^ = a 

£ =21 [ e * d+fl* — e -*a+/)y] (176 a) 

Aus 61. (173) folgt 

@ = ^=ai(l • ( 177 ) 

Der raumliche Mittelwert der effektiven Stromdichte, dessen Quadrat 
im. Nenner von Gl. (172) vorkommt, wird nnn, wenn d die Dick© 
der Platte bezeichnet, 

d 

«-*&+#)«]. . . . (178) 

0 

Hierin kann die recbte Seite auf die Form 


(«+?&) 

gebracht werden, das Quadrat des Effektiwertes ist dann 
a 2 -|- 6 2 = (a -)- j 6) (a — j b) . 

Man hat also die rechte Seite von 61. (178) mit dem konjugierton 
Vektor zu multiplizieren, indem man -j -j durch — j ersetzt. Es wird: 


S* 


d 2 


(e j 


Ml + fid . 


= ^_( e 2M_|_ e -2 kd 


e -k(l+j)dj ^Mi-fid 

g2 jkd Q—j21cd^ 


-*(1- 


fid ) 


Hierin ist a der Modul von 51 und 


c 2Tcd 


+ e “ 


2Tcd 


• = Eof2 kd, 


e j2Jcd e -j*kd 


daher 


S 3 = 


~^o\2kd- 


cos 2 & d , 

£ 

cos2&d). . . . (179) 


Im Zahler von Gl. (172) steht der raumliche Mittelwert der 
Quadrate der effektiven Stromdichten. Das Quadrat des Effektiv- 
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wertes der Stromdichte fur ©inen Punkt im Abstand y von d©r 
X£-Ebene berechnet sich analog mittels 61/(177). 

S 2 = a 2 k 2 (1 -f£) (1 — j) -f . 

Durch ahnliche Umformung wie oben wird 

• 8 y 2 = 4 a 2 k 2 (©of 2 k y -j- cos 2 k y) . 

Der raumliche Mittelwert hiervon ist 

d 


S y *dy= 


4 a 2 k 2 
2 kd 


(©in 2 &d-{-sin 2 kd). . . (180) 


Endlich ©rbalten wir 

d 

R 1 f/S/rfy 




jK 


g 


8 2 


--kd 


©in 2k d sin 2 kd 
©of 2 k d — cos 2 kd' 


(181) 


Fur kleine Wert© von 2k d kann man di© Hyperbel- und Kreis- 
funktionen in Reihen entwickeln und erhalt di© Naherungsformel 


180 


Es war 


p /“o co 

2 Q ’ 


fx 0 — 4nlO 9 , 2kd = 4 




Fur Kupfer ist £ : 
Perioden/sek 


= 17-10 7 Ohm cm 2 /cm, und fur /*=50 


* r =l + 0,12rf 4 . 


(182) 


Fiir ©in© Kupferplatte von 1 cm Dick© ist also di© Erhohung des 
Widerstandes 1 2 °/ 0 - 

Fiir groBe Wert© von 2 kd werden ©in und ©of einander gleich 
und groB» gegen die Kreisfunktionen, dann ist 




Der Widerstand wachst proportional der Wurzel aus der Frequenz. 

Fur zylindrische Leiter 1 ) ©rgibt di© Rechnung Besselsch© Funk- 
tionen. Angenahert ist, wenn d der Durchmesser ist, 

* -'+M 

Jt 4 j*d 4 i 
' 48 @ 2 • 10 18 * 


R 


x ) W. Thomson, Electrician London Bd. 25, 1890, S. 510. ETZ 1890, 
S. 661. Stefan, Wiedem. Annalen Bd. 41, S. 400ff. 



152 


Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 


Setzt man wieder fiir Kupfer £ = 17*10 7 Ohm crm/cm, so 

t , = ^+0,70 (i^)* 

Fiir einen Draht von d = V 2 cm wird fiir 50 Perioden/sek 


wird 

(183) 


k r = 1,007. 

Bei hohen Periodenzahlen wird dagegen 


K =* 


d 

4 


n d~\/ f 

2 V e- io 9 ’ 


Diese Gleichungen gelten nur, wenn koine Beeinflussung der 
Loiter durch benachbarte' Felder erfolgt. 

Bei verseilten Kabeln 1 ) z. B. findet eine gegenseitige Beein- 
flussung statt, die groBte Stromdichte tritt an den einander zu- 
gewandten Teilen auf. Eine einseitige Strom verdrangung tritt bei 
Staben in Ankernuten 2 ) auf; am Nutengrund ist das Fold am 
schwachsten und die Stromfaden drangen sich nach der Nutoffnung. 

Liegen in der Nut n in Reihe geschaltete Stabe ubereinandex*, 
so ist nach Field und Emde 2 ) fiir die ganze Nut 


K=v (*)+ 



worin 


cp (x) — X 

yj(x) = 2 


©in 2x-\- sin 2 x 

(£of 2 x — cos 2 x 

©in x — sin x 
% — . 

(£of x -f- cos x 


x — h 



2 ji ju co b' 

£*i0 9 ~ b ’ 


h ist die Hohe eines Stabes, b die Nutenbreite, b f die Kupferbreite. 

Nach Rogow ski 3 ) gibt es eine kritische Hohe der Nutenstiibe, 
die das Minimum der Verluste in der. Nut darstellt. Fiir diese ist 



x ) G. Mie, Wiedemanns Annalen 1900, S. 201. 

fiber die Strom verdrangung bei zwei parallelen Flatten s. Cohn, Das 
elektromagnetische Feld, S. 465; bei parallelgeschalteten Platten Schumann, 
E. u. M. 1913, Heft 30, 31; bei Spulen und Rollen, Sommerfeld, Annalen d. 
Physik 1904 und 1907; bei Litzen, Rogowski, Arch. f. El. Ill, 1914, H. 8/9, 
S. 264; IV, S. 66; VI, S. 304; VIII, S. 269. 

2 ) s. A. B. Field, Proc. of the American Institution of Electrical Engineers 
Bd. 24, 1905, S. 659; F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenbau 1908, S. 703. 

3 ) Rogowski, Arch. f. El. II, S. 108. Weitere Arbeiten fiber Strom- 
verdrangung in Nuten Richter, Arch. f. El. Ill, S. 175; IV, S. 1; V, S. 1. 
Bei Kommutatormaschinen DreyfuB, Arch. f. El. Ill, S. 273. 
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58. Der Erregerstrom. 

1. Magnetisierung mit Gleichstrom. 

Bei Maschinen und Apparaten verlauft der magnetische Induk- 
tionsfluB der Hauptsache nach in Eisen. Die erste Aufgabe ist, zu 
einem gegebenen FluB, den Erregerstrom zu berechnen, wenn die 
Abmessungen des magnetischen Kreises gegeben sind. Da die 
Permeabilitat des Eisens nicht kon- 
stant ist, ist dabei die Magnetisie- 
rungskurve §8 =/’(§) zugrunde zu 
legen, die Fig. 118 fur Dynamoblech 
zeigt. 

Die Feldstarke § wird dabei 
zweckmaBig in Amp./cm (oder Am- 
pere windungen/ cm) aufgetragen. Da 
die praktische Einheit der Induk- 
tion (1 Voltsek./cm 2 ) eine sehr groBe 
Einheit ist, rechnet man um hand- 
lichere Zahlen zu erhalten, mit dem 
10 8 Teil da von, d. i. der CGS-Einheit. 

Der Verlauf der .Induktionslinien im Eisen ist genau nur in 
wenigen Fallen bestimmbar. Bei dem gleichmaBig bewickelten Eisen- 
ring, Fig. 119, sind die Induktionslinien im Eisen konzentrische 

Kreise und es ist — Amp./cm. Tragt man zu jedem 

u ji oc 



Pig. 118. 
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kurve auf, so erhalt man die Verteilung der Indnktion iiber die 


z>+- 


Ringbreite b und den FluG <P= f h% x dx, fur den angenommenen 




Strom. 

1st die Breite b klein gegen D, so kann man die Induktion 
iiber die Breite als konstant ansehen. Man erhalt dann zu jedem FluB </> 

die mittlere Induktion S3 = 77 (Q = Querschnitt des Eisens), ent- 

*nimmt der Magnetisierungskurve die zugehorige Feldstarke § und 

berechnet die magnetische Umlauf- 
spannung fur den mittleren Kraft- 
linienweg F 0 = n D <g und die Durch- 
flutung J w — V 0 . 

Nach diesem angenaherten Ver~ 
fahren berechnet man magnetische 
Kreise gewohnlich. Besitzt der Kreis 
verschiedene Teile von ungleichem 


* x s 



===== 


H f 

T =3 

t J ' 




Querschnitt, s. Fig. 120, so ermittelt man zu dem FluB 0 die mittleren 
Induktionen der einzelnen Teile: 

0 0 

* 1== §? 392 = <f usf ” 

berechnet die magnetische Spannung fiir jeden Teil fiir die mittlere 
Lange 

V 1 = §1 h > = §2 h Usf - 

Die Summe ergibt die Umlaufspannung 

^ =r 1 +F 2 +...+ F„ ) 

womit die Durchflutung Jw gefunden ist. 

Bei einem Luftraum verbreitert sich der InduktionsfluB wie bei 
c in Fig. 120. Dies wirkt als VergroBerung des Querschnitts. Dort 
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wo die Erregerspulen liegen, schlieBt sich, wie bei a und b, ein ge- 
ringer Teil des Flusses um die Spulen, ohne den ganzen magnetischen 
Kreis zu durchlaufen. Dieser StreufluB bewirkt eine Erhohung des 
Flusses im Kern innerhalb der Erregerspulen gegenuber den iibrigen 
Teilen. 

Zur Aufnahme der Magnetisierungskurve verwendet man fiir 
Eisenstabe ein SchluBloch, fiir Bleche einen Ring nach Fig. 119 
oder haufig den Epsteinscben Apparat (s. S. 164), der aus Blechpaketen 
zu einem viereckigen Rahmen zusammengesetzt ist. Die Induktion 
wird mittels einer Prufspule ballistisch oder mit Wechselstrom ge- 
messen. Aus dem Erregerstrom und der Windungszahl berechnet 
man die mittlere Umlaufspannung und die mittlere Feldstarke. 
Dabei sind fiir StoBfugen Korrekturen anzubringen. Die Messung 
der Teilspannungen fiir die Teile des magnetischen Kreises, an denen 
die Induktion ermittelt wird, ebenso die gesonderte Messung der 
Spannung an Luftraumen, StoBfugen, ist neuerdings durch den ma- 
gnetischen Spannungsmesser vonRogowski ermoglicht worden 
(s. Arch. f. El. I, Heft 4). 

2. Zyklische Magnetisierung. 

Wird das Eisen zyklisch magnetisiert, indem man die Feld- 
starke § allmahlich zwischen zwei gleichgroBen Grenzwerten von 
entgegengesetzter Richtung + $Q max verandert, so gehoren zu jedem 
zwischen den Grenzen liegenden Werf von § wegen der Remanenz 
des Eisens verschiedene Werte der Induktion $8, je nachdem der 
Wert von bei aufsteigender oder bei absteigender Magnetisierung 
erreicht wird. 

Der Zusammenhang zwischen 93 und § fiir zyklische Magneti- 
sierung wird durch die Hysteresisschleife 
(Fig. 121) dargestellt. Bei steigender Magne- 
tisierung von — !g mav bis + wird sielangs 
ABC D, bei abnehmender langs D E FA 
durchlaufen. Dem Wert § = 0 entspricht 
eine Induktion O E = OB } die als Rema- 
nenz bezeichnet wird. Um die Induktion Null 
herzustellen, ist eine Feldstarke 00 — OF 
erforderlich. Sie heiBt Koerzitivkraf t. Die 
Induktion ist daher keine eindeutige Funktion 
der Feldstarke, sie hangt von der Remanenz 
ab, die bei der vorhergehenden Magneti- 
sierung zuriickgeblieben ist. Die Magnetisie- 
rungskurve (Fig. 118), die fiir § = 0 bei 93 = 0 
beginnt, kann daher nur erhalten werden, wenn das Eisen zuvor 
vollstandig entmagnetisiert war. Sie heiBt die „]ungfrauliche Ma- 
gnetisierungskurve u . 
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Jedem Wert von § waa . entspricht eine andere Hysteresisschleif 
und die Spitzen aller Hysteresisschleifen liegen auf der jungfrai 
lichen Kurve. 

3. Hysteresisarbeit. 

Einer Anderung der Induktion urn d93 entspricht nach Max we 
eine Zunahme der magnetischen Energie in- der Volumeneinheit u] 
§d93. Bei Medien mit konstanter Permeabilitat ergibt sich hierai 
der wiederholt verwendete Ausdruck fur den Energiegehalt d< 
Feldes (s. S. 12). Bei Eisen ist die Magnetisierungskurve zugrund 
zu legen. 

Wachst die Feldstarke von bis <p 2 , die Induktion von $ 
bis so ist die Energiezunahme fur die Volumeneinheit 

•£>2 

f 

Si 


Sie ist gleich der 


\ 

(P 


1 

1 

r Tj?, 

1 

1 

1 

1 

/%» k, 

1 

1 


Flache A x ^ 93 2 A 2 in Fig. 122. Geht die Ir 
duktion von 93 2 auf zuriick, so verlauft di 
Magnetisierung langs der Hysteresisschleif e b: 
SB/, der die Feldstarke g> 3 entspricht. Di 
zuriickgegebene Energie fur die Volumeneinhe: 
ist gleich der Flache A ± 93/ 93 2 A 2 , also um d£ 
schraffierte Stuck kleiner als die zugefuhrt 
Energie 8 . Dieser Teil bleibt zuriick, er ist ii 
Eisen in Warme umgewandelt. Bei zyklische 
Magnelisierung ist daher die in Warme un 
gewandelte Energie bei jedem Zyklus gleich dc 


Fig. 122. 

von der Hysteresisschleif e umgrenzten Flache. 

a h = /§d93 Joule/cm 3 


(184) 


ist die Hysteresisarbeit fur einen Zyklus und 1 cm 3 , wo <g i 
Amp./cm, $8 in Voltsek./cm 2 gemessen sind. 


4. M agnetisierung mit Wechselstrom. 

Wird die Spule des Eisenringes (Fig. 119) an eine Wechse 
spannung angeschlossen, so wird das Eisen durch den Wechselstroi 
zyklisch ummagnetisiert. 

Der SpulenfluB ist sehr angenahert W=w0 und 

.p, 

p = lR + w U 

wobei der Zusammenhang zwischen 0 und i durch die Hysteresii 
schleife gegeben ist. 

Ein angenahertes Bild uber den Verlaiif des Stromes erha 
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man, wenn man i R vernachlassigt, was in vielen Fallen zulassig ist 
Dann ist 


V 


w 


d$ 

dt 


fietzt man eine einwellige Spannung voraus, so ist 
p = p m sina)2 

0 — ( VAl. — COS Cot == <p COS CD t, 

J w cow 

0 _ 


1st die Amplitude des einwelligen Flusses. In Fig. 123 ist die 
Welle des Flusses aufgetragen und zu jedem Wert von <P der 
Hysteresisschleife der zugehorige Strom i entnommen. Er hat bei 
.sinusformiger Spannung eine spitze, stark verzerrte Form. Er ist zur 
Amplitude des Flusses nicht symmetrisch, und die Nulldurchgange 



-der Stromkurve sind wegen der Remanenz gogon die des Flusses 
voreilend. 

Wiirde die Ummagnetisierung ohne Hyste- 
resis nach der mittleren punktierten Kurve 
OB in Fig. 123 verlaufen, so erhielte man 
'die symmetrische Stromkurve i u (Fig. 124), die 
mit dem FluB in Phase ist, die Hysteresis 
bedingt die um 90° dagegen voreilende Kom- 
ponente i h . i h und ergeben zusammen 
•die Stromkurve i in Fig. 123. 

Der Magnetisierungsstrom kann also in zwei Komponenten zer- 
legt gedacht werden, ist gegen die Spannung um 90° verzogert 
i h in Phase mit der Spannung. Das Produkt aus Spannung und i h , 
jstellt den Leistungsverlust dureh die Hysteresis dar. Bei f (Jm- 
.magnetisierungen in der Sekunde ist er fiir die Volumeneinheit 

fa h —fj fyd 58 Watt/cm 3 (185) 

o 
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Bei Ermittlung der Stromkurve waren wir von einer sinusformigei: 

Spannnng ausgegangen. Addiert man zu ihr den Ohmscher 

at 

Spannungsabfall iR, der ebenso wie der Strom verzerrt ist, so isl 
die Klemmenspannnng nicht mehr sinusformig. Umgekehrt be- 
wirkt der Ohmsehe Spannungsabfall bei sinusformiger Klemmen- 
d 0 

spannung, daB w - — und 0 nicht mehr sinusformig sind. Es zeigt 
at 

d& 

sich, daB w-j- spitzer wird, also einen groBeren Formfaktor £ hat 

CL t 

als die Sinuskurve. Fur eine effektive EMK E ist die Amplitude 
des Flusses dem Formfaktor £ umgekehrt proportional 


0 


E 

4fw£ ? 


0 m und der Magnetisierungsstrom werden also bei spitzerer Spannungs* 
kurve kleiner. 

Schaltet man vor die Spule einen Ohmschen Widerstand, sc 
zeigt sich, daB bei gleicher effektiver Spannung an der Spule der 
Magnetisierungsstrom kleiner geworden ist. Bei sehr hohen Satti* 
gungen, wie sie bei Transformatoren besonders fur kleine Perioden- 
zahlen (15) verwendet werden, zeigt sich diese Erscheinung schon 
bei kleinen Vorschaltwiderstanden (Strommesser und Wattmeter). 


5. Wirbelstrome. 

Eine weitere Erscheinung bei der Ummagnetisierung mit Wechsel- 
strom sind die Wirbelstrome. Das Wechselfeld induziert im Eisen- 
kern (Fig. 119) Strome, deren Bahnen im Eisenquerschnitt ahnlich 
verlaufen wie die Strombahn des Erregerstromes am Bande des Quer- 
schnitts. Durch diese Wirbelstrome wird das Eisen erhitzt, und urn 
sie klein zu halten, wird der Eisenquerschnitt aus Blechen zusammen- 
gesetzt, die durch Papierisolation voneinander getrennt sind. 

Fiir Dynamomaschinen und Transformatoren werden Bleche in 
Starken von 0,5 bis 0,3 mm verwendet. Auch bei so f einer Unter- 
teilung werden die Wirbelstrome nicht vollstandig unterdriickt. Sie 
wirken auf den Erregerstrom zuriick wie der sekundare Strom eines 
Transformators auf den primaren (s. Kap. IX) und bedingen dahei 
eine VergroBerung dieses Stromes. 

Nach den Versuchen von Gumlich und Rose 1 ) ist ein Unter- 
schied zwischen der Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit 
Wechselstrom bei Periodenzahlen von 15 bis 50, nur bei Induk- 
tionen bis 12 000 bis 15 000 nachweisbar. Er zeigt sich darin, daB 


x ) ETZ 1905, S. 503 ff. 


58. Der Erregerstrom. 159 

bei gleicher Feldstarke die Induktion bei Wechselstrom etwas kleiner 
ist als bei Gleichstrom. 

Die Unterschiede sind aber sehr klein und verschwinden bei 
hoherer Sattigung ganz. Bei hohen Periodenzahlen auBert sich da- 
gegen die Buckwirkung der Wirbelstrome in groBerem MaBe. 


6. Magnetisierung bei Mehrphasenstromen. 

Die spibze Kurve des Magnetisierungsstromes nach Fig. 125 
und 124 enthalt eine sehr groBe dritte Oberwelle. Die Kurve 
in Fig. 124 hat die Gleichung 

i = 100 sin x — 40 sin 3 x -|- 10,1 sin 5 x — 3,46 sin 7 x -j- . . . 

Die Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40°/ 0 von der 
Grundwelle, bei hoheren Sattigungen kann sie noch groBer werden. 

Schaltet man die Erregerspulen von drei magnetischen Kreisen 
in Sterhschaltung an ein Dreiphasennetz (s. Fig. 125), so kann nach 
Kap. VIII die dritte Oberwelle des Stromes nicht 
flieBen. Die Folge davon ist, daB der FluB in 
jedem der drei magnetischen Kreise nicht mehr 
sinusformig sein kann, er erhalt eine starke dritte 
Oberwelle, wodurch eine Spannung von dreifacher 
Periodenzahl nebst Oberwellen entsteht. In den 
(verketteten) Linienspannungen heben sich diese 
Spannungen von dreifacher Periodenzahl wieder 
heraus. 

Man kann sie getrennt erhalt en, wenn man 
um die drei Kerne je eine Priifspule a in Fig. 125 
legt und diese drei Spulen hintereinanderschaltet. 

Die Grundwellen der Spannungen sind um 120° 
phasenverschoben und ergeben als Summe Null, 
die Oberwellen von dreifacher Periodenzahl sind gleichphasig und 
addieren sich. 

Da sich die Effektivwerte der Oberwellen quadratisch addieren, 
werden die Effektivwerte der Grundwellen der Phasenspannung und 
des Flusses nur wenig kleiner als die Effektivwerte der resultieren- 
den Wellen. Der Fortfall der von der dritten Oberwelle herruhrenden 
Spitze des Magnetisierungsstromes bedingt, daB die Grundwelle des 
flacheren Stromes sowie die anderen Oberwellen, 5 te usf., entsprechend 
groBer werden, der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei 
gleicher Induktion groBer, wenn man die drei Kerne in Stern- 
schaltung mit Dreiphasenstrom erregt, als wenn man jeden fur sich 
mit Einphasenstrom erregt. 

Die Oszillogramme (Fig. 126) zeigen den spitzen einphasigen 
und den flachen dreiphasigen Erregerstrom, die an ein und dem- 
selben Induktionsmotor aufgenommen wurden, der eine bei AnschluB 



Fig. 125. 
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aller drei Phasen an ©in Dreiphasennetz, der ander© bei Unter- 
br©chung ©inor Pbas©, so daB di© b©id©n iibrig©n in R©ib©nscbaltung 
mit Einphasenstrom ©rr©gt waren. In b©id©n Fallen war di© Satti- 
gung gleichgroB ; der Effektivwert d©s dreiphasigen Magnetisierungs- 
stromes war aber urn 30°/ o grower als der des einphasigen. 

Bei den dreiphasigen Induktionsmotoren und Transformatoren 
sind die drei Fliisse der ©inzelnen Phasen nicht wie im Beispiel 
der Fig. 125 getrennt, sondern, wie Fig. 127 fur einen Dreiphasen- 
transformator zeigt, durch die gemeinsamen Joch© J — J verkettet. 
Die Fliisse von dreifacher Periodenzahl sind gleichphasig, d. h. in 
jedem Augenblick in den drei Kernen gleichgerichtet. In den Jochen 



Fig. 126. Magnetisierungsstrom. 
a einphasig, b dreiphasig. 



Fig. 127. 


waren sie einander entgegengesetzt gerichtet, sie konnen sich also 
nicht durch die Joche schlieBen, sondern sie treten aus den Kernen 
aus und schlieBen sich teils durch die Luft, teils durch benachbarte 
Eisenteile des Gehauses und verursachen hier und besonders dort, 
wo sie senkrecht zur Unterteilung aus den Kernen austreten, zu- 
satzliche Wirbelstromverluste. 1st die primare oder die sekundare 
Wicklung in Dreieck geschaltet, so flieBt in dem Dreieck ©in Strom 
von dreifacher Frequenz als Ringstrom, der den FluB -von drei- 
facher Frequenz stark dampft. 


7. Berechnung des effektiven Erregerstromes. 

Fiir praktische Zwecke ist die Kenntnis des effektiven Erreger- 
stromes, am wichtigsten, weil dieser gemessen wird. Ist schon 
die Form des Stromes unsicher zu bestimmen, so gilt dies eben- 
f alls von dem Effektivwert, Man erkennt aus den Oszillogrammen 
Fig. 126, daB bei einphasiger und dreiphasiger Erregung grund- 
satzlich verschieden verfahren werden muB. 

Bei einphasiger Erregung verwendet man am zweckmaBigsten 
eine dynamische Magnetisierungskurve fur die Effektivwert© der 
Induktion und Feldstarke, die an einem Probering, etwa nachFig. 119, 
mit Wechselstrom gemessen werden. 
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Bei Dreiphasenstrom nahert sich bei nicht allzn hohen Satti- 
gungen der Magnetisierungsstrom viel mehr der Sinusform. Man 
geht dann besser von der Amplitude der Induktion aus und rechnet 
mit einer mit Gleichstrom aufgenommenen Magnetisierungskurve. 
Den Effektivwert des Stromes erhalt man durch Division mit dem 
Scheitelfaktor der Sinuskurve, d. h. mit V2 . 

Aus dem groBen Einfluh, den die Form der Spannungskurve 
bei hohen Sattigungen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt 
man, daB selten eine gute tlbereinstimmung zwischen berechnetem 
und gemessenem Strom, zu erwarten ist, ein Umstand, der haufig 
den StoBfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren Wirkung 
aber gegen die hier erorterten Einflusse meist verschwindet. 

59. Verluste im Eisen. 

1. Berechnung der Verluste durch Hysteresis. 

Die Leistung, die durch Hysteresis in Warme umgesetzt wird, 
ist nach Gl. (185) f-a h , worm a h die Hysteresisarbeit fiir einen 
Zyklus und 1 ccm, proportional dem Inhalt der Hystereseschleife ist. 

Nach einem empirischen Gesetz von Steinmetz ist der Hysteresis- 
verlust proportional der 1,6 ten Potenz der maximalen Induktion 

= V (186) 

Setzt man das Volumen V in cdm ein, die Induktion B in 
10" 8 Voltsek./cm 2 (abs. Einh.), so wird 

N,=a, [— ) (~?—Y V Watt (187) 

h Hioo/vioooy V • 

Der Hysteresiskoefizient a h betragt fiir Dynamoblech u^ = 0,6 
bis 0,95. 

2. Stromwarme der Wirbelstrome. 

Bei kleinen Frequenzen ist die Riickwirkung der Wirbelstrome 
auf das Feld gering und folgende angenaherte Rechnung gibt ein 
Bild von den Verlusten. 

In einem ebenen Blech 
Fig. 128 sei die Richtung 
der Induktion senkrecht 
zum Querschnitt und 

iiberall gleichgroB. Die Fig. 128. 

Wirbelstromfaden ver- 

laufen parallel zu den Langsseiten symmetrisch zur Mittellinie. Ist 
die Plattendicke A klein und die Ausdehnung der Platte groB, so 
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dicke vernachlassigt werden. Eine rechteckige Schleife von 1 ci 
Lange, die von Stromfaden im Abstand x symmetrisch zur Mitte 
linie begrenzt wird. umschlieBt einen Flu(3 

0 X =2 xB m . 

Die effektive EMK ist 

B m 2 x Volt, 

der Widerstand fur 1 cm Bleclitiefe unter Vernachlassigung dc 
2 o 

kurzen Seiten R x = -^-, daher der Verlust 

CLX 

^ = — f ?- Bi 2 z 2 dx Watt. 

Integriert man von x = 0 bis x — — , und dividiert dure. 

u 

das Volumen A, so erhalt man fur 1 ecm 

Watt (188) 

Diese Leistung ist proportional den Quadraten der Induktior 
der Periodenzahl, der Blechdicke und des Formfaktors, dagegen der 
spez. Widerstand umgekehrt proportional. 

Setzt man A in mm, das Volumen V in cdm, B in 10“ 8 Voltsek./cnr 
so wird 

worm der Koeffizient 

ist - 

Fiir Schmiedeeisen ist p^lO -5 Ohm fiir 1 ccm, daher 
**= 1 , 33 . 

Die neuer dings verwendeten siliziumhaltigen (2 bis 4 °/ 0 ) sog 
legierten Bleche haben einen spez. Widerstand von etwa 
q = q- 10~ 5 Ohm fiir 1 ccm. 

Der Koeffizient o w ist hierfiir 5mal so klein. Auch die Hys 
teresisverluste sind bei legierten Blechen etwas kleiner als bei ge 
wohnlichen Blechen. 

Die Permeabilitat der legierten Bleche ist bei kleinen Induk 
tionen etwas hoher, bei groBen niedriger als bei gewohnlicher 
Blechen. 

Bei hohen Periodenzahlen bedingen die Wixbelstrome eine Ver 
drangung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, ein( 
analoge Erscheinung zu der Stromverdrangung in massiven Leitern 
Nach J. J Thomson 1 ) ist fur eine ebene Platte von der Dicke A cm 

a ) The Electrician, Bd. 28, 1892, S. 599. 
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in dor die Induktion senkrecht zur Bleehdicke verlauft, im Ab- 

stand x von der Mittelebene, wenn B die Induktion am Blech- 
rand ist, 


worin 


B 



Sof 2 kx -j- cos 2 lex 
eo^zl-J-cosl-j'’ 


. . . (190) 


2 71CO fl 
~~Q 10 »" 

ist. Die Permeabilitat fi ist hierin konstant gesetzt. Fur £ = 10 -5 
und fi = 2000 zeigt Fig. 129 die Verteilung der Induktion in einem 
Blech von 0,5 mm Dicke bei 100 und 1000 Perioden i. d. Sek. Im 
eisten Fall ist die Abweichung in der Mitte nur 2 °/ 0 von der maxi- 
malen, im zweiten Fall ist die Induktion in der Mitte nur 43°/ 
von der am Rande. 0 

Auch bei kleinen Periodenzahlen sind die tatsachlichen Eisen- 
verluste meist groBer als die nach Formel 189 
berechneten, erstens, weil die Induktion 
nickt gleichmaBig fiber den Querschnitt 
des ganzen Blechpaketes verteilt ist, zwei- °> 8 
tens, weil bei der Bearbeitung die Isolation 06 
zwischen den Blechen beschadigt wird und 
leitende Bracken hergestellt werden, endlich w 
weil bei StoBfugen, Ubergangen, ein Teil Qz 
des Flusses senkrecht zur Lamellierung aus 
den Blechen austritt, wodurch die Verluste o 
wesentlich steigen. Auch die Streufliisse, die 
in benachbarte massive Konstruktionsteile 
eintreten, verursachen Verluste, die man alle als zusatzliche Ver- 
luste bezeichnet. 




Verlustziffer. 


Man kennzeichnet die Qualitat des Eisens durch eine Verlust- 
ziffer, die den gesamten Verlust fur 1 kg Eisen bei 50 Perioden und 
30° C bei einer bestimmten Induktion angibt. Nach den Vorschriften 
des V. d. E. ist die Verlustziffer bei B m = 10000 (F 10 ) und bei 
B m — 15000 (F 15 ) CGS. anzugeben. 

Das spez. Gewicht wird, wenn nicht besonders bestimmt, fur 
gewohnliche Bleche zu 7,7, fur legierte zu 7,5 angenommen. 

Mit den angegebenen Konstanten < 7 ^ = 0,8, <r w = l,3 wird fur 
Eisenblech von A — 0,5 mm fur = 10000, /= 50 Persek'" 1 

v i0 = 0,8 • 0,5 • 10 1 - 6 ~ + 1,3 • (0,5 • 0,5 • 1,11 • 10 ) 2 -L = 3,4 Watt/kg , 


fiir ein legiertes Blech mit o h = 0,6, <7 M7 = 0,27 
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Untersuchung und Trennung der Eisenverluste. 

Von den verschiedenen Apparaten zur Untersuchung der Eisen- 
verluste in Blechen, die von Epstein 1 ), Mollinger 2 ), Richter 3 ) 
angegeben sind, ist der erste z. Z. am meisten verwendet. 

Hierbei werden vier Blechpakete aus Streifen von 50 cm Lange. 
3 cm Breite und 3 cm Pakethohe zu einem quadratischen Rahmen 
zusammengesetzt und an den Ecken mit kraftigen Klammern zu- 
sammengestoBen. Jedes Paket ist mit einer Spule versehen, die in 
Reihe an eine moglichst sinusformige Spannung angeschlossen werden. 
Aus Spannung P und Periodenzahl f bestimmt man die Amplitude 
der Induktion _ 

B = V2P 
m 2 nfw Q ' 

Schaltet man vor die Spule einen Leistungsmesser, so ist von 
der gemessenen Leistung zunachst der Stromwarmeverlust X 2 R in 
der Erregerwicklung abzuziehen, um die Eisenverluste zu erhalten. 
Da diese Korrektur groB ist, wird die Messung genauer, wenn die 
Pakete eine zweite Wicklung von gleicher Windungszahl wie die Er- 
regerwicklung erhalten. In beiden Wickl ungen wird dieselbe EMK 
induziert; an die zweite Wicklung wird nur die Spannungsspule 
des Wattmeters (und evtl. das Voltmeter) angeschlossen, wahrend 

die Stromspule im Erregerstromkreis 
liegt. Die nun gemessene Leistung 
ist gleich denEisenverlusten vermehrt 
um den kleinen Verlust in der Span- 
nungsspule des Wattmeters und im 
Voltmeter, die sich leicht berechnen 
und abziehen lassen. 

Tragt man die Eisenverluste fur 
konstante Periodenzahl als Funktion 
der maxim alen Induktion auf, so er- 
halt man die nicht ganz quadratisch 
ansteigende Kurve Fig. 130. 

Die Trennung der Verluste in 
Hysteresis- und Wirbelstromverluste beruht auf deren Abhangigkeit 
von der Periodenzahl. 

Andert man Spannung und Periodenzahl in gleichem MaBe, so 
bleibt die maximale Induktion konstant. Da die Hysteresisverluste 
der Periodenzahl /*, die Wirbelstromverluste dem Quadrat von f pro- 
portional sind, ist der gesamte Verlust bei konstant er Induktion: 

N=N h -\-N w =k lf +k,f\ 

x ) ETZ 1900, S. 303, s. auch Gumlich u. Rogowski ETZ 1912. 

2 ) ETZ 1901, S. 379. 



Fig. 130. 
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Daher ist 


N 


N 

T 


N 


h ! 


I* 

f 


-■ h+hf ■ 


— stellt als Funktion der Period enzahl eine gerade Linie 
(Fig. 131) dar; ihr Schnitt mit der Ordinatenachse (f= 0) ergibt 


die Ordinate A- 


N* 


den Hysteresis- 


y 


1 f 

verlust pro Periode. Der Ab stand der 
Geraden von einer Parallelen zur 
Abszissenachse durch den Schnittpunkt 

K 

f ' 

Die Gerade biegt bei hoheren 
Periodenzahlen ab, was auf die Schirm- 
wirkung der Wirbelstrome zuriickgefiihrt 
wird. 


mit der Ordinatenachse ist 


0,08 
0,06 
0 , 0 V 
0,02 


r- 









r 



T 

K, 






r 





— f 


Fig. 181. 


60. Die Vektordiagramme des Transformators. 

Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen 
magnetischen Kreis aus Eisen, auf den die primare und sekundare 
Spule aufgewickelt sind. Fig. 132 und 133 zeigen die wichtigsten 
Typen der Einphasentransformatoren , die Kerntype und die 
Mantel type. 





Fig. 132. Kerntransformator. Fig. 133. Manteltransformator. 


Im Gegensatz zum Lufttransformator geht man bier nicbt von 
den Koeffizienten L und M aus, die hier nieht konstant sind, sondern 
von dem InduktionsfluB. Der groBte Teil des Flusses verlauft ganz 
im Eisen und ist mit alien primaren und alien sekundaren Windungen 
verkettet. 

Dies ist der HauptfluB $. Ihm entsprecben die primar und 
sekundar induzierten Spannungen 

d& 

e 1 = r— 


d& 

e >= w *-dt 
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Bei unbelasteter Sekundarwicklung entnimmt die primare deni Netz 
den Magnetisierungsstrom i a zur Erregung des Hauptflusses. Da 
sein Spannungsabfall sehr klein ist, ist e 1 sehr nahe gleich der pri- 
maren Klemmenspannung. Das Verhaltnis der Spannungen bei 
offener Sekundarwicklung ist sehr nahe gleich dem Ubersetzungsver- 
haltnis w 1 :w T 

Ist die Sekundarwicklung auf einen Belastungswiderstand ge- 
schlossen, so muB, damit der HauptfluB bestehen bleibt, die Summe 
der primaren und sekundaren Durch flu tungen wieder die Erregung 
des Hauptflusses ergeben. 

» 'l W i + h W 2 =i a W l- 

Setzen wir 


. w . 2 . . , 

l l l a h : — — % a\h ’ 


w 


(192) 


so folgt: der primare Strom i x setzt sich zusammen aus dem Magne- 
tisierungsstrom i a und dem primaren Belastungsstrom i 2 , der ent- 
gegengesetzt gleich dem auf die primare Windungszahl reduzierten 
sekundaren Strom ist. Aus 61. 191 und 192 folgt 

Der sekundar abgegebenen Leistung — e. 2 i 2 entspricht eine gleich 
groBe primar aufgenommene Leistung e x i m2 \ 

Die Gleichungen gelten fur die Momentanwerte also unabhangig 
von der Kurvenform. 

Die Streufliisse der beiden Wicklungen verlaufen nur teilweise 
im Eisen und schlieBen sich um die Spulen durch die Lufb. Sie 
sind teils nur mit primaren oder sekundaren Windungen verkettet 
teils mit beiden (einfach und doppelt verkettete Streulinien). 

Da die Streufliisse langere Luftstrecken durchlaufen, sind sie 
den Stromen proportional, die Kraftlinienwindungen konnen dure! 
Streuinduktivitaten S x und ausgedriickt werden (s. S. 134). Eg 
gelten daher die folgenden Gleichungen fur den Transformator: 

d<P , „ di 1 
lit 

d<P , « di» 


Pi—h R i+v>i -jf + 8 i 


0 = 2>a “i~ h + 1 


dt 




(193) 


Fur einwellige GroBen konnen diese Gleichungen durch ein 
Vektordiagramm der Effektivwerte dargestellt werden. 

Man ersetzt hierbei den verzerrten Magnetisierungsstrom dure! 
seinen aquivalenten Sinusstrom. 

In Fig. 134 ist <P der Vektor des Hauptflusses, E x um 90 ( 
dagegen voreilend ist die Komponente der primaren Klemmenspan 
nung, die der EMK — E x entgegengesetzt gleich ist. Die sekundar* 
EMK — E 2 ist gegen um 90° verzogert, bei Reduktion auf di< 
primare Windungszahl ist sie numerisch gleich E r 
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Q *^ er aquivalente Magnetisierungsstrom J a eilt gegen 0 um 
(90 — yj^) vor, gegen E x um \p a naeh. Seine Komponente J a cosip a 
entspricht einer Leistung, es ist E 1 J a cosy a der Eisenverlust. Der 
auf die primare Windungszahl reduzierte Sekundarstrom ist 7 OJ und 
der primare Strom J x ist die Summe aus J a und ( — J„) — J 0 \ 

Subtrahiert man von — P 3 die Ohmschen und induktiven 
pannungsabfalle J 2 P 2 und J 2 a)$ 3 =J 3 .Z s3 , so erhalt man die 
sekundare Klemmenspannung P 3 ; addiert man zu E L J 1 E 1 und 

J r x (oS 1 J x X 8l , so ergibt sich die primare Klemmenspannung P 
Da 1 

< (Pi//) = < (- P 3 ^ 

und 


wird 


E 1 = ^ = 

^ V Jo ^ 5 

E X J 2 ' cos y > 2 = — P 2 J 3 cos *y; 3 . 


Dies ist die vom primaren auf den sekundaren Stromkreis iiber- 
tragene Leistung. 



180°, so daB E x und — P 3 zusammenfallen, 
so erhalt man Fig. 135, die ein anschauliches 
Bild von der Verschiebung und Abnahme 
des Spannungsvektors von P x bis P 3 gibt. 

Sie ist bedingt durch den Ohmschen 

Spannungsabfall und 

die Streuung der 

beiden Wicklungen. 


Z*t Jt 

L_ ‘ 



Fig. 136. 


Dieses Diagramm und die Gl. 193 gelten auch fur andere Strom- 
kreise, z. B. fur den Induktionsmotor, bei dem an Stelle der 
elektrischen Belastung des Transformators eine mechanische Be- 
lastung tritt. 

Sie gelten auch fur das Schema Fig. 136, wenn wir an den 
sekundaren Klemmen mit der Spannung P 3 den Belastungsstrom 
fliefiend denken. Der Zweig z a entspricht den vom HauptfluB in 
Primar- und Sekundarwicklung induzierten (bei Reduktion auf gleiche 
Windungszahl) gleichgroBen EM Ken, er fiihrt den Magnetisierungs- 
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z 1 = V.R 1 9 -|-(a)iff 1 ) fl und z 2 = V R* -f- (co $ 2 ) 2 

sind die Seheinwiderstande der primaren und sekundaren Wicklung 

Fig. 136 ist der Ersatzstromkreis des Transformators. Er wire 
in Kap. XII eingehend behandelt. 

61 . Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem Eisen 

Die Maschine besteht, s. Fig. 137, aus einem zylindrischen, un 
’eine Welle drehbaren, Laufer L und einem Stander S 3 die aus Blechei 
zusammengesetzt sind. Stander und Laufer sind durch einen Luft 
raum von konstanter Lange getrennt. Auf dem Stander ist ein< 
Wicklung in Nuten eingebettet. Wird sie von einem konstantei 
Strom durchflossen, dessen Richtung durch Punkte und Kreuze . an 
gedeutet ist, so entsteht ein InduktionsfluB in der durch Pfeil 
bezeichneten Richtung, er durchsetzt das Stander- und Laufereise] 
und den Luftraum. Wo er aus dem Standereisen austritt, bilde 
sich ein Nordpol, wo er eintritt, ein Siidpol aus. Weil die Wicklung 
zwei Pole erzeugt, heiBt sie eine zweipolige Wicklung, und zwar is 
sie eine zweipolige Trommelwicklung. 



Man bezeichnet den Teil des Umfangs, der einen Pol umfaB 
als eine Polteilung, hier ist es der halbe Umfang. 

Durch entsprechende Anordnung der Wicklung lassen sic 
4, 6, 8 . . . allgemein 2 p Pole erzeugen, worin p die Polpaarzal 
ist. Die Wicklung heiBt dann mehrpolig und die Polteilung ist d( 
2pte Teil des Umfangs. 

Die Verteilung des Induktionsflusses ergibt sich wie folgt. I 
Fig. 138 ist der Umfang abgewickelt. Die Drahte einer Spule liege 
gleiehmaBig verteilt symmetrisch zur Mittellinie der Polteilung x ax 
einem Bogen S. Die Mittellinie ist die neutrale Zone des Felde 
In Punkten gleichen Abstandes x zu beiden Seiten von ihr ist f d: 
Feldstarke gleichgroB, aber von entgegengesetzter Richtung. Fi 
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eine Induktionslinie, die den Luftraum im Abstand x zu beiden 
Seiten der neutralen Zone durchsetzt kann unter Vernachlassigung 
der magnetischen Spannung des Eisenweges, die Umlaufspannung 
gleich der Spannnng des Luftranmes gesetzt werden. 

/ Hds = H x 2 ( 5. 

H x ist die Feldstarke im Luftraum an der Stelle x , b die Lange 
des Luftraumes. 

Auf der Breite S liegen Jw Amperedrahte, die betrachtete In- 
duktionsrohre ist von einem Teil davon 2 x : S durchflutet. Daher ist 


H 


X 


2 b — Jw 


2x 

~S’ 


= u n = a 

X l 0 X ‘ 


0 


Jw X 

~T~S' 


Dies gilt von x = 0 bis x = | S . 

Ist 2 x S s so ist die Durchflutung J w und 


B = 


Mo 


J w 

Id 


Tragt man B x als Ordinate auf, so erhalt man die Induktions- 
verteilung als ein Trapez mit der Hohe 

(194) 


Der Inbalt dieser Feldkurve ist der InduktionsfluB fur 1 cm 
Lange des Eisens. Ist die Lange l cm, so ist 

$ = fBJdx. 

U 


Da die Grundlinien des Trapezes x und t — S sind, die- Hohe 
B ist, wird 

<P = Bh(l — -^) = Blxa (195) 

a 

a — 1 — heibt der Fiillfaktor. Fiir konstante Induktionsverteilung, 

2t 

d. h. fur ein Rechteck ware a — 1 . 

Das Trapez nahert sich einer Sinuskurve am meisten, wenn 

(s. Kap.VII, S. 79) — = , oder S = ^-x ist. Die Grundwelle des 

2 3 <5 

Trapezes hat hierflir nach S. 79 die Gleichung 


B 


6V3 _ . a: 
— B sin — 


71 . 
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Die Amplitude ist also 


6 V3 


B , 


der FluG der Grundwelle 


der des Trapezes 


71 


$ = § Brl. 


— VZBrl, 
tit 


18. 


Es verhalt sich also CP 1 :^ = — 3 = 1,005, sie unterscheiden 
.n A 

sich. nur um 0,5 °/ 0 , so daB man haufig mit der sinusformigen 
Grundwelle rech.net. 

Wird das Feld durch einen Wechselstrom erregt, so pulsiert 
die Induktion an jeder Stelle mit dem Strom. 

Bezeichnet B die raumliche Amplitude einer sinu^sformig ver- 
teilten Feldkuxve, B m ihre zeitliche Amplitude, so ist die zeitliche 
Amplitude im Abstand x von der neutralen Zone 

B xm =B m sin^n 


und der Augenhlickswert an der Stelle x fur zeitlich sinusformige 
Pulsation 

oc 

B x = B xm sina>t — Basin'— ^sincotf . . ( 196 ) 


62. Erzeugung ernes Drehfeldes. 

Sind am Umfang der Maschine zwei um eine halbe Polteilung 
gegeneinander versetzte Spulen angebraeht, so erzeugen sie zwei 
um ebensoviel gegeneinander verschobene Felder. Bei der zwei- 
poligen Anordnung steht die Verbindungslinie der Mitten des Nord- 
und des Siidpoles, die „Polachse“ eines Feldes, senkrecht auf der des 

90 

anderen, bei der mehrpoligen Maschine sind sie um — Grade ver- 

V 

schoben. Man spricht auch hier von einer Verschiebung um 90°, 
und bezeichnet diese als „elektrisehe Grade die Polteilung umfaBt 
180° elektrische Grade. 

Sind die um 90° raumlich verschobenen Felder sinusformig ver- 
teilt und mit I und II bezeichnet, so sind ihre raumlichen Ver- 
teilungen 

B n x = B ,i a[vt (v 71- j) = —B ii coSjtz. 
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Die positive raumliche Amplitude B, liegt also bei * = - . 
B n bei x = %. 

Sind die Felder von Zweiphasenstrom erregt, und nehmen wir 
an, daB das zweite Feld | Periode spater seine Amplitude erreicht. 
als das erste, so wird, wenn die zeitliehen Amplituden wieder mit 
cteni Index m, bezeichnet werden. 


B jx — B Im sin ~~ it sin co t 

B iix~ B nm cos-~-jrsin (cot — = B /Im cos ~ n cos cot. 
Sind die Amplituden gleichgroB, 

B 7m == B Urn’ 

so ist an einer Stelle x die von beiden Feldern resultierende In- 
duktion 


B x — B Jx -j- B nx — B m ( sin n sin cot- 1- cos n cos cot 


- B w cos co t 


(197) 


Diese Gleichung stellt ( eine fortschreitende Welle dar. Nach 
einer Zeit dt ist die Induktion an einer Stelle (x~\ -dx) 


R cos 


co (t + dt) — (x -f- dx) — 


Sie hat wieder denselben Wert wie zur Zeit t an der Stelle x, wenn 


codt — dx — 


r 


st. Hieraus ergibt sich, daB die ganze Welle mit der konstanten 
Geschwindigkeit 

dx cot 2r 
dt n T 


wandert, d. h. die Welle legt in einer Periode T die doppelte Pol- 
teilung zuriick. Zwei zeitlich und raumlich um 90° gegeneinander 
verschobene Wechselfelder von sinusformiger Verteilung setzen sich 
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinus- 
formigen Feld von gleicher GroBe zusammen. Ein solches Feld 
heiBt ein Drehfeld. 


Wir fanden die Geschwindigkeit 


dx 

dt 


positiv, d. h. das Drehfeld 


wandert in Richtung der positiven x. Dies ist die Richtung, in der 
wir von der positiven raumlichen Amplitude B r zu der des zeitlich 
nacheilenden Feldes B u gelangten. Hatte man B n als das vor- 
eilende Feld bezeichnet, so hatte man das negative Vorzeichen 
gefunden. 
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Das Drohfold wandort also von dom zritlirh Yoreiiendai z 
dom zeitlich nacheilenden Fold. Du roll WrtauFolmmr da* zoitlicho; 
Roihonfolge dor Wochsolfoldor iuidort sieh dio Drvhnehtung. 

Stollt man dio Folder als Voktoren in einom Zeiidiugrunui 
dar, und soli dio positive Rirlitung dor Vokforon ntidi glrirhztdt h 
die positive raumliche Riehtung dor Folder dandelion. h> inf di 
Drolirichtmig dos Drohfoldos, das vom zoillieh voroilendon zum */aut 


l/ekforen 


~^- 3 x lieh naehoilondon Fold wandort. aiigegtmgeHefz 


y 


'Orehfeld 


dor Drohriehtung dor Veldt iron, also gldeh do 
dor Zoitlinio (s. Fig. 1,‘RH. 

‘ .7 


Ganz analog sotzon sioh n mit ’ zoitdieh urn 


% 


Fig. 139. 

B.A'B 


llx. 

X 


raumlieh versehobono Weehsolfrlder von gldeho; 
Grolio zu oinoin Drohfold zusammon, Dio Sunmu 
lautot 

li„ 


B t 


sin nmicot] 
x 


■ HIM 


(it l).r 

X 


n x 
»> - 


SIM 


sin ( tt»t • 

\ 




(x 2 :i\ . j 

n — 2 • sm( u*t * 

vr 'H ' 
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Dutch Ausmultipliziorcn hringt man jodos (died auf dir Form 

l 008 (r 31 ( " 1 ) U0H ('* * i ,ot — * s, “t) , * 

wohoi in dor zwoiton Kosinus-Funktion 2 dor Roiho naeh alio gntmm 
Zahlon von 0 bis (n — l ) durchUiuft. Dio Nunuuo diosor % Gliedor 
ist Nidi; da dio erston Gliodor alio gieichgroli and, wird 

B X 2 B ,n C0H — 1 1 HH 1 

Das durch Zusammonsotzung von n Wochsolfddrrrt onistohondo Droh- 
fold ist ” mal so groB wio jodos Woohsolfoid. 


Oa. Energieflbertragun^ (lurch dan Drchfcld. 

Urn durch ©in Drohfold Enorgio zu iibortragon. wird duo 
Maschino nach Fig. 137 am Ntiindor und am Liiufor mil jo oiuor 
Mohrphasonwicklung vorsohon. Kino aolcho Mu-chino i»t duo Droh- 
feldmaschino. 

Die Stan dor wicklungon scion an du Mohrphasouuotz mit 
n i Uiasen angoschloason, dor Liiufor stoho still und dio Liiufor- 
wicklung soi noch offon. Dio Notzspannung lmdingt in jodor 
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63. Energieubertragung durch das Drehfeld. 

Phase der Standerwicklung einen WechselfluB, und die n 1 raumlich 
2 71 

und zeitlich um — gegeneinander verschobenen Fliisse setzen sich 

n i 

zu einem Drehfeld zusammen. Es schreitet in einer Period© T um 
zwei Polteilungen, d. h. um den p ten Teil des Umfangs fort, macht 
also 

l r . 

Tp p ' 

Umlaufe in der Sekunde, worin f x die Netzfrequenz ist. Das 

2 71 

Drehfeld induziert in den n x Standerwicklungen um — gegen- 

1 n i 

einander phasenverschobene EMKe, die bis auf den Spannungsabfall 
des Magnetisierungsstromes in jeder Wicklung der Phasenspannung 
entgegengosetzt gleich sind. Im stillstehenden Laufer werden EMKe 
von gleicher Periodenzahl induziert. Hat der Laufer ebenfalls n ± 
Phasen, so bilden die EMKe auch ein n ± Phasensystem. Die EMKe 
im Stander und Laufer verhalten sich wie die Win d un gszahl en, sie 
haben aber im allgemeinen verschiedene zeitliche Phasen, je nach 
der raumlichen Stellung entsprechender Wicklungen des Standers 
und Liiufers zueinander. 

SchlieBt man die Lauferwicklungen fiber Belastungswiderstande, 
die fur alle Phasen gleichgroB sind, so entsteht im Laufer ein sym- 
metrisches ^-Phasenstromsystem, und die n 1 Strome erzeugen ein 
Drehfeld. Dam.it das der aufgedriickten Standerspannung ent- 
sprechende Feld bestehen bleibt, nimmt der Stander einen solchen 
Strom auf, daB die Summe der Durchflutungen des Standers und 
Laufers fiir alle Phasen die Erregung des Hauptflusses ergibt, wi© 
beim gewohnlichen Transformator, von dem sich die Maschine nur 
dadurch unterscheidet, daB sie ein Drehfeld besitzt, wodurch. 
primare und sekundare EMKe verschiedene zeitliche Phasen 
haben konnen. Dies andert aber an der Wirkungsweise nichts. 
Denken wir uns den Standerstrom (Primarstrom) wieder zerlegt in 
den Magnetisierungsstrom i a und den primaren Belastungsstrom i/, 
so muB, da die n ± Leistungen 

E 2 cos y^ 

vom Stander auf den Laufer ubertragen werden, 
n x j J 2 cos %p 2 = n x E ± cos ip x 

sein. Nun sind die EMKe den Windungszahlen direkt, die Strome 
ihnen umgekehrt proportional, d. h. es wird 

U 1 Js = ::: U 1 E 1 

und 

cos = cos ip 2 , . 
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verschiebung, wie cler sekundare gegen die seine. Wie also auch 
E ty gegen E t phasenverschoben sein mag, die Riickwirkung des 
sekundaren Stromes auf den primaren Stromkreis ist stets so, als 
ob sie gleiehphasig waren, so daB man fiir jede Phase dasselbe 
Vektordiagramm wie fiir den gewohnlichen Transformator erhalt, 
das durch Streuung und Ohmschen Widerstand der Wicklungen 
wie dort erganzt wird. 

Hat der Laufer eine andere Phasenzahl als der Stander, so 
ist es moglich, ihm einen symmetrischen %-Phasenstrom zu ent- 
nehmen. Da alle Phasen sich gleichmaBig an der Erzeugung des 
Peldes beteiligen, ist die Riickwirkung auf die primare Wicklung 
wieder dieselbe. Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenzahl- 
umformer verwendet werden. 

Wichtiger ist ihre Anwendung als Periodenumformer. 

Dreht sich der Laufer mit u Umlaufen i. d. Sek., so ist die 
Frequenz seiner EMK nicht mehr gleich der primaren, f\ — pu 19 
worin u ± die Umlaufzahl des Drehfeldes ist, sondern weil das 
Drehfeld relativ zum Laufer nur (u ± — u) Umlaufe macht, ist die 
Periodenzahl 

f i ~'p(u 1 —u) (199) 

Hierin erhalt u das positive Vorzeichen fiir gleichsinnige Drehung 
wie u x , das negative fiir gegenlaufige. 

Die effektiven EMKe im Stander und Laufer verhalten sich wie 
die Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl 

E a _ f 9 w 9 _u l — u to a 

Ei fi^i w i V ' 

Die Lauferstrome, die beim SchlieBen iiber irgendwelche Wider ~ 
stande entstehen, haben nun auch die Periodenzahl Das Dreh- 
feld, das sie erzeugen, schreitet gegeniiber der erzeugenden Laufer - 
wicklung mit 

— = u. — u Uml. i. d. Sek. 

V ■ 

fort, und da der Laufer sich mit u Umlaufen dreht, ist die Um- 
laufzahl des Drehfeldes im Raum wieder 

u x — u -4- u = u ± . 

Die Lauferstrome wirken also auf den Stander wie die einer 
ruhenden Wicklung zuriick. Stander- und Lauferstrome aller Phasen 
ergeben zusammen die Erregung des Hauptflusses. Zerlegt man J x 
wieder in den Magnetisierungsstrom J a und den primaren Be- 
lastungsstrom , so ist 

n i W 1 — n 2 ...... ( 201 ) 

hat gegen E ± dieselbe Phasenverschiebung yj 2 wie E 2 gegen , 
unabhangig von der relativen Phase von E 2 gegen E x , wie gezeigt. 
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Daher wird aus Gl. [200 unci 201 

n^E„ J, cos y> t f„ 

n i®i t x 


( 202 ) 


n i ^2 cos V J 2 — N a ist die vom Stander (Primarwicklung) auf den 
Laufer iibertragene Leistung. Die vom Laufer (Sekundarwicklung) 
erzeugte elektrische Leistung n 2 E 2 J 2 cos xp 2 = N e verhalt sick zu 
N a wie die sekundare Frequenz zur primaren, oder wie die Relativ- 
geschwindigkeit u x — u zu der Geschwindigkeit des Drehfeldes u x . 

Es ist 


N = Y (1 


(203) 


Die Differenz N a — N e erscheint in einer anderen Energieform, und 
zwar als mechanische Leistung N m> weil das Drehfeld auf die Laufer - 
strome ein Drehmoment ausubt. 

Es ist u 

N m = N a -N e = N a - (204) 

U 1 

Sie verhalt sich zu der vom Stander auf den Laufer iibertragenen 
Leistung, wie die Geschwindigkeit des Laufers zu der des Dreh- 
feldes. 

Die mechanische Leistung ist gleich dem Produkt aus Dreh- 
moment D und Winkelgeschwindigkeit des Laufers 2 7tu > 

N N 

daher ' B = 

2 jzu 2 jiu x 

Da die Geschwindigkeit u x des Drehfeldes bei gegebener Perioden- 
zahl konstant ist, ist das Drehmoment proportinonal der vom Stander 
auf den Laufer iibertragenen Leistung. (Ist N a in Watt angegeben, 
so erhalt man das Drehmoment in mkg durch Division durch 9,81.) 

Wahrend die mechanische Leistung gleich Drehmoment mal 
Geschwindigkeit des Laufers ist, ist die elektrisch abgegebene Leistung 
gleich dem Produkt aus Drehmoment und Relativgeschwindigkeit 
des Laufers zum Drehfeld. 

Das Verhaltnis der Relativgeschwindigkeit u x — u zur Dreh- 
feldgeschwindigkeit u x heiBt die Schliipfung 




u 

u. 


(205) 


Es ist daher die sekundare Frequenz 

f 2 —sf 13 

die elektrische Leistung 
die mechanische Leistung 

Es ergeben sich folgende Falle: 

Solange u positiv und kleiner als 


o- 


is, istt s positiv und 
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kleiner als 1. Die elektrische Leistung N e ist kleiner als die auf 
den Laufer ubertra gene, und die mechanische Leistung ist positiv, 
das Drehmoment ist motorisch. 5 = 1, d.h.u = 0, ergibt den Fall 
des ruhenden Laufers, bei dem nur elektrische Leistung trans- 
formiert wird. 

Dreht sich der Laufer ebenso schnell wie das Drehfeld und 
gleichsinnig, so ist u = u 1 , 5 = 0, der Laufer dreht sich ,,synchron 
mit dem Drehfeld, dann wird iiberhaupt keine EMK in ihm indu- 
ziert und keine Leistung iibertragen. 

Ist u^>u 13 d. h. ist die Geschwindigkeit des Laufers groBer 
als die des Drehfeldes, so ist s negativ; das Drehmoment kehrt 
infolge der Umkehrung der Relativbewegung (u x — u) seine Rich- 
tung um, die mechanische Leistung ist generatorisch und wird dem 
Laufer durch irgendeine Triebmaschine zugefuhrt, sie ist groBor 
als N , es kehrt sich also der Sinn der Energieubertragung um, 
die Maschine ist ein Generator. 

Eine Drehfeldmaschine kann also zur Umsetzung der Spannung, 
der Phasenzahl, der Periodenzahl und zur Umsetzung von elek- 
trischer in mechanische Leistung und umgekehrt verw’endet werden. 
Steinmetz bezeichnet sie daher als allgemeinen Transformator. 

Ihre haufigste Anwendung ist die des Induktionsmotors, bei 
dem die Laufer wicklung in sich kurzgeschlossen ist. Die in jeder 
Phase der Lauferwicklung erzeugte elektrische Leistung ist hier 

wenn.J5._j der Widerstand der Wicklung ist; sie ist gleich dem Strom- 
warmeverlust in der Wicklung. Da sie smal so groB wi© die auf 
den Laufer iibertragene Leistung ist, ist dies© fur eine Phase 

r 2 T> 

a 5 

und die mechaniache Leistung ist 



Da das Ubersetzungsverhaltnis der EMKe gleich dem Verhaltnis 
der Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl ist, fallt die 

sekundare Periodenzahl bei der Reduktion 
auf die Primarwicklung in der Strou- 
li-i) spannung heraus. Der Induktionsmotor 
verhalt sich wie ein ruhender Trans- 
formator, bei dem die mechanische 
Belastung ersetzt ist durch einen Ohm- 

schen Widerstand R 2 l^j . Es gilt 

fiir ihn daher der Ersatzsbromkreis Fig. 140, der in Kap. XII eingehend 
behandelt wird. 



Fig. 140. 
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04. Reihenschaltung eines Kondensators und einer Drossel- 
spule mit Eisen. 

Nach Kap. II gibt es bei der Reihenschaltung eines Konden- 
sators und einer Drosselspule eine bestimmte Frequenz 

bei der das magnetische Feld der Drosselspule und das elektrische 
Feld des Kondensators sicb gegenseitig laden, so daB dem Strom- 
kreis keine Blindleistung, sondern nur die zur Deckung der Verluste 
bei der Aufrechterhaltung des Stromes erforderliche Leistung zuzu- 
fuhren ist. Der Stromkreis verhalt sich wie ein Ohmscher Wider- 
stand, es ist 

P=JB 

und die entgegengesetzt gleichen Blindspannungen der Induktivitat 
und der Kapazitat betragen 



Besitzt nun die Induktivitat einen magnetischen Kreis mit 
Eisen, so ist L keine Konstante, sondern eine Funktion des Stromes. 
Aus der Spannungsgleichung 

d W 

p sin co t = Hi — |— —j— -|- 

CL t 

worin W=f(i) durch die Hysteresisschleife dargestellt wird, ist er- 
sicbtlich, daB eine strenge Losung dieses Falles die analytische Dar- 
stellung der Hysteresisschleife erforderte. Wir begniigen uns mit 
einer angenaherten graphischen Untersuchung, die zwar die Verluste 
und die Verzerrung des Stromes nicht beriicksichtigen kann, doch 
einen genugenden Einblick in die Verhaltnisse gewahrt, 


idt 

)~c’ 


Resonanzf requenzen. In 
Fig. 141 sind die Kraftlinienwin- 
dungen l F der Drosselspule als Funk- 
tion des aquivalenten Sinusstromes 
J durch die gekrummte Magneti- 
sierungskurve dargestellt. Fur eine 
Frequenz co ist die Blind spannung 
P s = Wcd. Der zu W gehorige Strom 
J bedingt am Kondensator eine Span- 
nung P c = ~^. Es wird P 5 = P C , 


A C 

B 

r f T) 

r / 

J- 

- f " 

«/y 



r/ 

- 



Fig. 

141. 


wenn 


co = 


v 


j 
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ist. Da jedem Punkt der Magnetisierungskurve ein anderes Verhalt- 
nis J : P = tg/? entspricht, gibt es f iir eine Kapazitafc eine unendliche 
Zahl von Resonanzfrequenzen. Fur ©inen gegebenen Wert G ist 
co = konst. Vtg /5 . Die kleinste Resonanzfrequenz ist die durch den 
Winkel /? 0 der Tangent© im Ursprung an die Magnetisierungskurve 
bestimmte, sie sei co 0 und 

JW _ 1 / _ 1 / jj 

o> 0 ' tg/*o ' - 4C ' ’ 

Jeder Frequenz entspricht ein bestimmter Strom und eine be- 
stimmte Spannung an Drosselspule und Kondensator. Sie ist 



d. h. fiir C = konst, proportional der Wurzel aus WJ, sie wird daher 
gemessen durch die Seite eines Quadrates, das gleich dem Rechteck 



Fig. 142. Fig. 143. 


aus den Koordinaten der Magnetisierungskurve ist. In Fig. 142 
sind co und J als Funktion der Resonanzspannung P aufgetragen. 

Das Verhalten bei konstanter Netzfrequenz und ver- 
anderlicher Klemmensp annung. In Fig. 143 sind fiir konstante 
Frequenz co die Charakteristik der Drosselspule P s — f(J s j (Kurve 
und die Kondensatorspannung P c = f(J) (Gerade OG^^G^ 
dargestellt. Die Ordinatenabschnitte zwischen beiden sind die Blind- 
komponenten der Netzspannung, oder, wenn man von Verlusten ab- 
sieht, die Netzspannungen selbst. 

Ist P 8 ^>P c z so der Strom gegen die Netzspannung ver- 
zogert, P 8 ist in Phase mit der Netzspannung P, P c ist ihr entgegen- 
gerichtet. t)berwiegt dagegen die Kondensatorspannung, ist also 
P c ^>P s , so eilt der Strom der Netzspannung vor, P c ist gleich- 
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phasig mit P, P s entgegengerichtet. Der tJbergang ist durch den 
Schnittpunkt 8 der beiden Charakteristiken gegeben, wobei P s = P c 
ist und die Netzspannung nur die Verluste zu decken hat. Dies ist 
der Resonanzpunkt fur die Netzfrequenz. 

Nun entsprechen unterhalb des Schnittpunkt es S, d. h. bei nach- 
eilendem Strom einer Netzspannung P zwei mogliche Gleichgewichts- 
lagen, solange P kleiner ist als der Ordinatenabschnitt zwischen beiden 
Charakteristiken. Z. B. gehoren zur Netzspannung OP 1 = C 1 B 1 = <7 2 P a 
die Werte 

J 1 = OA 1 P #l =A*i A 

J, ==OA 2 P s2 = A, P 2 P c2 = a 2 a 2 

B x und P 2 sind die Schnittpunkte einer Parallelen durch P x zu 
P d =f(J). Von diesen beiden moglichen Gleichgewichtslagen stellt 
sich aber allgemein die mit dem kleineren Strom ein, weil hierbei 
die Energien und die Verluste kleiner sind. 

Fallt die Parallele zur Kondensatorcharakteristik in die Tan- 
gente P 0 T an die Charakteristik der Drosselspule, so ist eine Grenz- 
spannung OP 0 erreicht, oberhalb derer ein Betrieb mit nacheilendem 
Strom iiberhaupt nicht mehr moglich ist. 

Hingegen entspricht bei voreilendem Strom, d. h. rechts von # 
jeder Netzspannung wieder eine Gleichge wichtsl age, die man durch 
Auftragen von P in die negative Ordinatenachse und die Parallelen 
zu P c = f(J ) erhalt. Die Spannung OQ l — OP 1 ergibt Punkt B sr 
die Grenzspannung OQ 0 = OP. 0 Punkt B 0 usf. 

LaBt man die Netzspannung von Null anfangend bei konstanter 
Frequenz wachsen, so nimmt der Strom 
von Null an zu, und es wird zunachst der 
Bogen 0 B x T durchlauf en. Steigt die Span- 
nung iiber die Grenzspannung weiter, so 
wachst der Strom, da nun nur noch vor- 
eilender Strom moglich ist, plotzlich auf 
den dem Punkt B 0 entsprechenden Wert, 
wobei die Spannungen am Kondensator 
und der Drosselspule gleichfalls unter 
sprunghafter Anderung der GroBe ihre 
Phasenlage gegeniiber der Netzspannung 
umkehren. Dies ist in Fig. 144 dargestellt, 

Bei weiterer Steigerung der Netzspannung 
spannung fast konstant, wahrend der Strom und die Kondensator- 
spannung stetig steigen. 

Geht man mit der Netzspannung wieder zuriick, so bleibt der 
Zustand auch noch zwischen B 0 und S so lange stabil, als die Ver- 
luste durch die Netzspannung gedeckt werden konnen, dann erfolgt 
ein sprungweises Zuriickgehen des Stromes und der Spannung. 

12 * 



bleibt die Drosselspulen- 
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tfberspannungen mit der Netzfrequenz 1 ) werden auf die 
hier beschriebenen Verhaltnisse zuriickgefuhrt. In Fig. 145 stellfc T 
einen Transformator am Ende einer Leitung dar. Bei emem Lei- 
tungsbruch an der Stelle a nnd Erdung des gebrochenen Stuckes 
an der Transformatorseite kann der Magnetisierungsstrom des Trans- 
formators sicb uber die Kapazitat des ungeerdeten Teiles der ge- 
brochenen Leitung schlieBen; sie ist durch einen Kondensator C 
dargestellt. War die Netzspannung groBer als 
die Grenzspannung, so stellt sich die Gleich- 
gewichtslage mit voreilendem Strom ein, die 
Transformatorspannung andert ihre Richtung 
gegeniiber der Netzspannung um fast 180°. 
An der Leitung tritt eine hoho tTberspannung 
Fig. 145. gegen Erde auf. Sie ist um so groBer, je naher 

der sich einstellende Betriebszu stand dem Resonanzpunkt liegt. 

Die Anderung der Phasenlage der Spannung z. B. am Trans- 
formator gegeniiber der Netzspannung nennt man das Kippen der 


Spannung. 

Erfolgt das Kippen an einer Phase eines Dreiphasentransfor- 
mators, so ergeben sich sekundar 3 um nahezu 60° gegeneinander 
phasenverschobene Spannungen. Angeschlossene Motoren konnen 
dabei ihre Drehrichtung andern 1 ). 

Das Verhalten bei konstanter Netzspannung und ver- 
anderlicher Netzfrequenz kann ebenfalls aus den Spannungs- 
charakteristiken Fig. 143 entnommen ■ werden. Diese gilt zunachst 
fiir eine Frequenz co, fiir eine andere Frequenz co' miiBten die Or- 

dinaten der P -Kurve mit — , die der P -Geraden mit (— 7 ) mul- 
s co \co/ 

tipliziert werden. Es ist aber einfacher, die Charakteristik der 

Drosselspule unverandert zu lassen und den MaBstab zu andern. 

Die Lange fiir die konstante Klemmenspannung ist dan n fiir die 

Frequenz co' mit — t zu multiplizieren, die Ordinaten der P c -Geraden 


mit 



Bei kleinen Frequenzen liegt die Gerade der Konden- 


satorspannung steil, bei hohen flach. Bei kleinen Frequenzen ist 
daher nur ein Betrieb bei voreilendem Strom moglich, und die 
Kondensator spannung ist fast gleich der Klemmenspannung, die 
Drosselspulenspannung fast Null. Mit wachsender Frequenz steigen 
beide Spannungen bis zu einer bestimmten Frequenz, bei der die 
Netzspannung gerade gleich der Grenzspannung ist. Beim Uber- 
schreiten der Frequenz erfolgt das Kippen der Spannungen auf den 
Betrieb mit nacheilendem Strom, beide Spannungen fallen fast 


L ) s. Petersen ETZ 1915. 
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plotzlich ab, P s iiberwiegt und P c wird sehr klein. Die Frequenz, 
bei der das Kippen eintritt, hangt von der Klemmenspannung ab, 
je hoher diese 1st, urn so hoher liegt aucb die kritische Frequenz. 
Fig. 146 zeigt zwei charakteristische Kurven der Drosselspulen- 
spannung in Abhangigkeit von der Fre- 
quenz, P sl flir niedere Klemmenspan- 
nung, P s3 fiir bohe, bei dieser ist bis 
zur doppelten kritischen Frequenz der 
ersten Kurve'das Kippen noch nicht ein- 
getreten. Die Drosselspulenspannung 
wachst somit bei konstanter Spannung 
und veranderlieher Frequenz bei Betrieb 
mit voreilendem Strom naliezu linear 
mit der Frequenz, bei veranderlieher Klemmenspannung und konstanter 
Frequenz bleibt sie, wie oben gezeigt, fast konstant. Hierauf beruht 
der Frequenzmesser von Martienssen 1 ), der diese Zusammenhange 
zuerst untersucht hat. 

r ) ETZ 1910, S. 204. 
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Starkstromleitungen. — 72. Kettenleiter. 

65. Die Leitungskonstanten. 

Wir haben bei der Besprechung von Stromkreisen mit Kapa- 
zitat bisher nur solche behandelt, bei denen ein Kondensator ein- 
geschaltet ist. 

Kapazitatswirkungen, d. h. Ladestrome, treten aber auch bei 
solchen Stromkre'sen auf, bei denen eine Anzahl Leiter, die eine 
Spannung gegeneinander besitzen, auf eine groBe Lange hin raum- 
lich einander nahe liegen, also bei Kabeln, langen Fernleitungen, 
Wicklungen von Maschinen und Transformatoren. Der Verschie- 
bungsstrom verlauft hier zwischen den Leitern und zwischen Leiter 
und Erde, er ist um so groBer, je langer die Leitungen, d. h. je 
groBer die Kapazitat und je hoher die Frequenz und die Spannungen 
sind. Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik spielt 
die Kapazitat bei hohen Spannungen eine besondere Rolle. 

In deni Leiter setzt sich der Verschiebungsstrom als Ladestrom 
fort. Er fuhrt deni elektrischen Felde, das sich zwischen den 
Leitern und zwischen Leiter und Erde bildet, Energie zu bzw. von 
ihm zuriick; er besteht unabhangig da von, ob sonst noch Strome 
durch den Leiter fortgeleitet werden. In ein Kabel flieBt ein Lade- 
strom, auch wenn an das- Ende des Kabels keine Stromverbraucher 
angeschlossen sind, das Ende offen ist. Sind Stromverbraucher 
an das Kabel angeschlossen, so wird dem Kabel neben dem 
Verbrauchsstrom der Ladestrom zugefiihrt. Es tritt bier die 
Erscheinung auf, daB der Strom am Anfang des Kabels einen an- 
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deren Wert hat als am Ende. Der durch die Leitung flieBende 
Strom erzeugt ein magnetisches Feld, dessen Energie mit dem Wechsel 
der Stromstarke schwingt. Die von dem wechselnden magnetischen 
Feld bedingten EMKe verursachen eine Anderung der Spannung langs 
der Leitung, und hierdurch wird wieder bedingt, daB der Ladestrom 
in den verschiedenen Teilen der Leitung verschiedene Werte besitzt. 

Wahrend das elektrische Feld eine Anderung des Stromes langs 
der Leitung verursacht, bedingt das magnetische Feld eine Anderung 
der Spannung, beide miissen sich zufolge der Wechselbeziehung 
stetig andern. 

Die Ausbildung der elektrischen und magnetischen Wechselfelder 
bedingt bestimmte Verluste. 

Der Strom erzeugt Verluste durch Stromwarme im Leiter, und 
das vom Strom erregte magnetische Feld bedingt Verluste teils im 
Leiter — Skineffekt — teils durch Wirbelstrome in benachbarten 
Leitern, z. B. im Bleimantel bei Einleiterkabeln. Das elektrische 
Feld verursacht Verluste im Dielektrikum, die von der Hohe der 
Spannung abhangen und als dielektrische Hysteresis bezeichnet werden. 
Von der Spannung bedingt wird auch der Verlust durch unvoll- 
kommene Isolation. Bei Freileitungen fur hohe Spannungen ent- 
stehen Verluste durch Entladungen durch die Luft, die sich z. T. 
sichtbar als Glimmerscheinungen, die sog. Korona, auBern. Man be- 
zeichnet alle diese Verluste als Ableitungsverluste. 

Fur eine Leitung sind nun die folgenden charakteristischen 
GroBen zu beriicksichtigen. 

Die Energie des elektrischen Feldes ist | p 1 G , worin G die Ka- 
pazitat der Leitung ist. 

Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung setzt 
man p 2 A und bezeichnet A als Ableitung. 

Die Energie des magnetischen Feldes ist ~ i 2 L , worin L die 
Induktivitat ist. 

Der Strom bedingt einen Energieverlust in der Zeiteinheit durch 
Stromwarme i 2 R. R ist der (Wirk-J Wider stand der Leitung. 

Man hat nun zur rechnerischen Verfolgung die Konstanten G y 
A, L , R gleichmaBig iiber die Leitung verteilt zu denken, derart, 
daB jedes Leitungselement den gleichen Anteil an den Konstanten 
besitzt, und bezieht diese Konstanten auf das Kilometer als Langen- 
einheit. Es ist also C die Kapazitat pro km, L die Induktivitat 
pro km usf. 

66. Strom- und Spannungsgleichungen. 

Wir betrachten zunachst eine Schleife, die aus Hin- und Riick- 
leitung besteht (Fig. 147). I sei die einfache Leitungslange. In 
einem Element der Schleife von der Lange dx im Abstand x vom 
Leitungsanfang flieBe der Strom i. 
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Im Abstande x sei p die Spannung zwiscben den Leitern, im 

dp 

Abstande x-\-dx ist sie 


Die Induktivitat des Elementes der Scbleife ist Ldx, der Wider- 
stand Rdx. 

Fiir das Schleifenelement gilt daber nacb dem Induktionsgesetz 
• — Ldx d ~ = Rdxi~\-{p J r d ^dx^--p, 

oder 

(206) 

dx dt 


Die zweite Gleichung liefert die Bedingung der Kontinuitat 

des Stromes. Ist i der eintretende 
l h g^ rom5 so tritt als Leitungsstrom 

di 

i 4 dx aus: die Differenz des ein- 

dx 

tretenden und des austretenden Stro- 
de 


O 1 

£> 1 1 


1 1 ! 

U a; 42J 

■ 


Fig. 147. 


mes dient als Ladestrom Gdx 


dt 


zur Aufladung des Elementes, teils als Ableitungsstrom Adxp zur 
Deckung der Verluste. Daher ist 


oder 


di \ 

i= (a -f- — rfay -j- Adxp -f- Gdx 




dp 

di 


dx 


(207) 


Gl. 206 und 207 sind die Differentialgleichungen fiir die raum- 
liche und zeitlicbe Anderung des Stromes und der Spannung. 

Da im stationaren Zustand eine einwellige Spannung bei kon- 
stanten Werten von L , R, A, 0 einen einwelligen Strom erzeugt, 
kann man die Differentialquotienten nacb. der Zeit durch Anwendung 
der symboliscben Schreibweise eliminieren und die Gleichungen fiir 


die Effektivwerte hinschreiben. 

Hierzu setzt man fiir ^ und ~~ nach Kap. Ill S. 31 j co ^ 

dt dt 

und j co $ und erbalt 

= - (208) 

= + ( 809 ) 
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Differentiiert man die Gleichungen nochmals nach so wird 

-3 = (i^ + /^)S (210) 

(211 ) 

und durch Einsetzen von 61. 208 und 209 

^ = (B + ja>L)(A + ja>m • • • • (212) 

^ = (R + jcoL)(A + jcoC)% .... (213) 

Die Gleichungen sind von gleicher Form, d. h. Strom- und 
Spannungsverteilung langs der Leitung sind gleichartig und unter- 
scheiden sich nur durch Konstante. 

Die Gl. 212 wird befriedigt durch den Ansatz 

= (214) 

worm e die Basis der natiirlichen Logarithmen und und v zu 
bestimmende Konstante sind. Durch zweimaliges Differentiieren 
erhalt man aus dieser Gleichung 

^j?==v 9 9Ie , '* = ==J' s $ (215) 

Setzt man Gl. 215 in Gl. 212 ein, so wird 

v = -f- V(E -4- j co j 0) (A. — {— j co C) . . . . (216) 

Entsprechend den beiden Werten von v besteht das Integral 
(Gl. 214) aus zwei Teilen; das vollstandige Integral lautet: 

^=a i e+ v *+8t 9 e“ v * (217) 

Nach Gl. 208 und 217 ist nun 

8 — '< 218 > 

Die Integrationskonstanten 91 x und 9I 2 sind im allgemeinen 
komplexe Zahlen, sie stellen Spannungsvektoren daf und sind durch 
die Grenzbedingungen zu ermitteln. Der Exponent v ist ebenfalls 
im allgemeinen eine komplexe Zahl, es kann daher gesetzt werden 

v = a -f- j b . 

Um a und b zu eimitteln, setzt man fur v den Wert aus 
Gl. 216 ein 

v* = (a- j- jbf — E-\-j coL ) (A -j- jco G ) , 

a 2 _ h 2 2 j ah = ^ L0) _|_^C0 (AL -f EC ) . 

Indem man die reellen und die imaginaren Teile auf beiden 
Seiten einander gleichsetzt, erhalt man die beiden Gleichungen 
a 2 — b* = (RA — co^LC)) 

2ab = co(AL + RC) J ( 219 ) 
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Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen wird 
(a 3 + 6 2 ) 3 = (i2 3 + « 2 £ 3 ) (4 3 -f u> 2 C 2 ) 
a 2 If & 2 = V(JP _(_ co 2 Z 3 ) -f , 

und durch Vereinigung mit Gl. 219 


a = •y'i [JZ4 — crZC-f- 1/(28*-}- m 2 D 2 ) (A 2 + orC*)} 

6 = y'| [« 3 10 — JR I + V(28* + eo s L*) (A* -P w 2 /? 2 )] 


? ( 220 ) 


Setzt man nun in Gl. 217 und 218 

g g ±(a+;&)a; ___ g 1: a# g i:jbx 

e ± ib x _ cos 5# 4- 7* sin 5a? 

so wird 


sp = 2( e«* (cos 5 x -J ~j sin bx) -|- $t 2 e~ ax (cos bx — j sin bx) 

cv _ 1 / 4 - i :4 ^ - v [St, e a 25 (cos & a? — j sin 5 a?) — 3I 2 e a * (cos 5 x -{- j sin 5 a 
V It ~\-jcoL 

( 221 ) 

Jede dieser Gleichungen besteht aus zwei Teilen, deren ] 
deutung erst untersucht werden soil Sieht man zunachst von d 
Faktor e- ax ab, indem etwa a = 0 gesetzt wird, so hat jeder 1 
standteil die Form 

31 (cos bx zfc j sin 5 a?) . 

Jeder Vektor 31 stellt eine einwellige Spannung dar, de] 
Amplitude p am sei, und deren Augenblickswerte daher 

Pa=Pam Sin ( mtJ ry) 

sind. Ebenso bedeutet der Vektor j 3t, der ebenso groB wie 31 
und dagegen zeitlich um eine Viertelperiode voreilt, eine Spannr 

Pa' = Pam C0S (®< + V»)- ' 


Die Momentanwerte der beiden Glieder der Gl. 22TL sind dah 
p = p a cos & a?db Pa sin 5 x == p aw \ sin (co t -j- %p) cos 5 a? ± cos (co t -|- yj) sin i 

=p am sm(cQt-\-yi±:bx) (222' 

Diese Funktion stellt fur einen gegebenen Augenblick, d. 
fur t — konst., eine raumlich sinusformige Spannungsverteilung lai 
der Leitung dar, und an einer bestimmten Stelle (a? — konst.) e 
zeitlich nach einer Sinusfunktion pulsierende Spannung. 

Schreitet der Winkel bx um 2 n fort, so hat man sich um e 
ganze Wellenlange 1 der raumlichen Sinus welle fortbewegt. 
ist daher 
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Nach einer Zeit dt sind die Werte der Funktion (222) an einer 
jeweils um dx weiterliegenden Stelle der Leitung 

Pam sin [® (< + dt) 4- yj ± b (x -j- dx)] . 

Diese Werte sind den frdheren gleich, wenn 
oo dt ± bdx = 0 


ist. Dies bedeutet, daB die ganze Welle mit der konstanten Ge- 
schwindigkeit 


dx 




(224) 


langs der Leitung fortschreitet, wobei das positive Vorzeichen ein 
Fortschreiten im Sinne der Zunahme von x, d. h. nach dem Leitungs- 
ende, das negative nach dem Leitungsanfang bedeutet. Hiernach 
stellt sich also die Spannung langs der Leitung in Gl. 221 als 
Summe, der Strom als Differenz von zwei raumlich sinusformig ver- 
teilten Wellen dar, die mit konstanter Geschwindigkeit, die eine 
nach dem Leitungsende, die andere nach dem Leitungsanfang 
wandern. Die erste heiBt die Hauptwelle, die zweite die reflek- 
tierte Welle. 


Die Faktoren e- ax deuten an, daB die Wellen keine konstante 
Amplitude haben, sondern daB die Amplituden beim Fortschreiten 
nach der x- oder — #-Bichtung gedampft werden. a ist der raum- 
liche Dampfungsfaktor. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ist nach Gl. 224 
der Periodenzahl des Wechselstromes (co) direkt proportional. 1st 
T die Periodendauer; so ist unter Berucksichtigung von Gl. 223 
und 224 


CO 2 71 1 

v ~Y~Tb T 


(225) 


Die Wellen legen in einer Periode eine Wellenlange zuriick. 

Der Faktor 1/ mit dem die Spannungswellen zu 

\ ft ^ a) jj 

multiplizieren sind, um die Stromwellen zu erhalten, hat die Dimen- 
sion eines Leitwertes. Sein reziproker Wert 

1 / 5 + 70)2/ g (226)' 

V A -\-jcoC a V ; 

hat die Dimension eines Widerstandes, man bezeichnet ihn als 
,,Charakteristik“ der Leitung oder als „Wellenwiderstand“. 

Bestimmung der Integrationskonstanten. 

Zur Ermittlung der Konstanten 9L und geht man von den 
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sei die Spannung $ 15 der Strom & . Danach wird aus Gl. 221 fur 
x = 0 

1 


$1 ~f" ^25 


Si : 


daher 

nnd 


8 


(«* — aj. 


*. = §(Si + 3i8), . — 3i8) 


$ = § [($i — Si 3) e“*(cos bx-\-j sin bx) 

+ 0Pi +3i8) e~ ax (cosbx — ?sin bx)] 


3 : 


= 2 g + 3i 8) e ~ ax (cos 6a: — / sin bx) 


(221 a) 


— ($1 — Si 8) (cos 6 # -j- j sin 6 a;)] . J 
Fiir viele Rechnungen ist die Verwendung der Hyperbelfunktionen 
sehr bequem. Da 

±(e a *+e-«*) = £o1ax, \{f x — e” a *) = (Sin ax 
(Sof ax cos bx-\-j <5max&mbx — (£of {a -|- jb)x — (£of vx 
Sin ax cos bx -f- j ©of ax sin bx = Sin (a -j- jb) x — Sin vx 
erhalt man fiir Gl. 221a die Form 

? = vx — ^3 Sin vx 1 


S = Si @hf vx — “■ ©in vx 
8 


. . . (221b) 


Rechnung der x vom Leitungsende. 

Haufig geht man bei Ermittlung der Konstanten ^ und % £ 
von den am Ende der Leitung bestehenden Spannungs- und Strom- 
werten aus. Dann ist es zweckmaBig, die Langen x statt vom 
Leitungsanfang vom Leitungsende an zu rechnen. Hierzu braucht 
man nur in Gl. 217 -{-vx und — vx zu vertauschen, und in Gl. 218 
statt dx — dx zu setzen. Dann sind die Gleichungen 
$ = Stj e ax (cos bx -j- j sin bx) -j- ^ e~ ax (cos bx — j sin bx) 

1 


'8 


[sr 2 e* * (cos b x -f j sin b x) — ^ e ~ < * * (cos b x — j sin b x)] 


(221c) 


Das Leitungsende ist jetzt x = 0; hier sei die Spannung $ 2 , 
der Strom $ 2 , somit erhalt man! 

^ = ar 9 + ar i; 3,=|(* # -a 1 ), 


daher 


= I (*, + 3,3) , ar x = 1 (sp, - 3,3), 

___ i 3) e ax (cos bx -j- j sin 6a;) 

"h ($2 — S2 8 ) e a x (cos bx — sin 6 x)] 


S — 2 ~g [($2 4~ S2 8) * (cos bx~\-j sin 6a;) 


"OP* — Ss8) e ax (cosbx — j sin 6 a;)] , 


(221 d) 
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Mit Hyperbelfunktionen erhalt man hier 
$ = % Eof vx + 3 (Sin v x 

5 = 3 2 Eofv 

o 


(221 e) 


An Hand dieser Gleichungen mogen die Eigenschaften der 
Strom- und Spannungsverteilung an einigen Beispielen naher er- 
lautert werden. 


67. Verlustfreie Leitung. 

Nimmt man an, dafi die Verluste vernachlassigbar klein sind, 
so gewinnen die Gleichungen eine iibersichtliehere Form. Dieser 
ideelle Fall werde zunachst betrachtet und wir setzen 
B = 0, A~0 . 

Nach Gl. 220 werden dann 

a — 0, b — coVLC. 

Die Faktoren e- ax werden gleich 1, die Wellen haben raumlich 
konstante Amplitude. Die Wellenlange ist nach Gl. 223 

1= 2n = T 
coV~CL VOL 


die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Gl. 


X I 
T ~V~LC 


225 


(225 a) 


Diese Geschwindigkeit ist fiir Freileitungen sehr angenahert 
gleich der Lichtgeschwindigkeit (300000 km i. d. Sek.). Bei den in 
der Sfcarkstromtechnik gebrauchlichen Periodenzahlen ist die Wellen- 
lange sehr groJB, z. B. fur f=~ = 50 i. d. Sek. 


A = v 2*^6000 km, 

die groBten bisher gebauten Kraftubertragungen sind nur ein Bruch- 
teil einer Wellenlange. 

Bei Telephonstromen kann die Leitungslange dagegen mehrere 
Wellenlangen betragen, fiir 3000 Perioden i. d. Sek. ist A = 100 km. 
Die Charakteristik (Gl. 226) ist bei der verlustfreien Leitung 

£ = ]/§ (226a) 

Die Gl. 221 d fiir Spannung und Strom vereinfachen sich fiir 
a = 0 in 

$ = cosbx-\~j$ 2 Zsmbx ] 

3 = 82 cos sin &a: | (221f) 
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Diese Gleichungen konnen in einem Polardiagramm dargestellt 
werden, das ein anschauliches Bild von der Anderung der GroBe 
und Phase der Effektivwerte bzw. der Amplituden von Strom und 
Spannung ergibt. Diese Darstellung ist zuerst von Breisig (ETZ 
1900, S. 87) angegeben worden, das hier gegebene Diagramm ist ein 
Sonderfall des spater abzuleitenden allgemeinen Falles. 

Ist in Fig. 148 OP 2 der Vektor der Klemmenspannung am 
Ende der Leitung, so ist -die Projektion des um den Winkel 
bx = P^OA 1 gedrehten Vektors auf die Richtung von OP 2 

OB 1 ==P 2 cos bx. 

Ist ferner OJ^—J 2 Z==OC 19 so ist die Projektion von 0^ auf 
die zu OP 2 senkrechte Richtung 

0D X =J i Z^mbx. 


Ist gegen P 2 und cp» verzogert, so eilt j^Z sin b x gegen J Q 

um 90, gegen P 2 um (90 — <p 2 ) 
vor; man tragt also P 1 P 1 
— OD, senkrecht zu OJ \ an 



'i 

0B l an. OE l ist dann der 


Vektor der Spannung P im 
Abstand x vom Leitungsende. 
Fiihrt man die Kohstruktion 
durch (in Fig. 148 sind 12 
Punkte im Abstand von bx 
==B0° gewahlt), so erhalt 
man als Ort fur den Span- 
nungsvektoi* der verlustfreien 
Leitung eine Ellipse. Die 
Momentanwerte erhalt man 
in bekannter Weise durch 
Projektion der Vektoren auf 
die Zeitlinie. 

Das Diagramm zeigt, daB die Amplitude der Spannung vom 
Leitungsende an zuerst wenig zu- und dann stark abnimmt, bis 
ZTC ■. X . 

2 ’ alS ° X ^¥b = 4 1St ‘ 


Fig. 148. 


bx 


Bei etwas mehr als einem Viertel 


der Wellenlange ist sie um 90° iu der Phase gegen P„ verschoben, 

X 

sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nahe von x== — wieder 

2 

ein Maximum und hat dort 180° Phasenverschiebung gegen die 
Spannung am Leitungsende. 

Aus der Konstruktion folgt, daB fur induktionsfreie Belastung, 
<^ = 0, die beiden Hauptachsen der Ellipse P 2 und J^Z sind. 

Fiir den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden, 
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wenn man statt der Strdme die ihnen proportionalen Spannungs- 
vektoren JZ betrachtet. 

Setzt man in die Spannungsgleichung 221 f anstatt x den 


Wert 


2b. 


, so erhalt man, da cos b 


n 


— sin bx und 


71 


sin [bx — ~J = — cos bx ist, 

$ / ?t\ = % sin x — j ^ n Z cos b x . 

V 2b) 

Fiir den Strom an der Stelle x folgt aber aus Gl. 221 f 
3(x)Z — cos bx -f- j SJ} 3 sin bx, 


daher ist 


3 M z=;!|i 


(-ft)' 


Der Vektor ^Z an der Stelle x ist ebenso groB wie der Spannungs- 
vektor P an einer um 1 / 4 Wellenlange zuriickliegenden Stelle, aber 
um 90° dagegen in der Phase im Sinne der Voreilung verschoben. 
Man sieht hieraus, daB die groBten Amplituden des Stromes und 
der Spannung um 1 / 4 Wellenlange auf der Leitung voneinander ent- 
fernt liegen. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung 
andert sich langs der Leitung. Am Ende ist sie<j? 2 . Da der Vektor 
P , x \ um 90° gegen*7 (a; )Z zuriickliegt, bildet er mit dem Vektor Puu 
r 4j 

der gegen J {x) Z um cp voreilt, den Wink el -f~~ 9? j * 

Ist also der Winkel zwischen einem Spannungs vektor und dem 
um 1 / 4 Wellenlange zuriickliegenden stumpf, so ist cp positiv: P eilt 
gegen J vor, wie fiir die Punkte 12 und 9; ist er spitz, so ist cp 
negativ, P ist gegen J verzogert, wie fiir den Vektor bei 1 / 12 WelJen- 
lange 0E l9 gegen den der um */ 4 Welle zuriiekliegende OE 10 oinen 
spitzen Winkel bildet. Die Leistung ist aber an alien Punkten der 
Leitung konstant, weil wir die Verluste vernaehlassigt haben. 

In Fig. 149 ist die Strom- und Spannungsverteilung langs der 
Leitung fiir 6 Augenblicke im Abstand von 1 / 12 Periode dargestellt. 

Die Figur gilt fiir folgende Verhaltnisse. 

Es werde eine Leistung von 1000 kVA bei einem cos p% = 0,8 
mit einer Spannung von 50000 Volt iibertragen. Der Strom an den 
sekundaren Klemmen ist 


1000000 
0,8 • 50000 


Amp. 


Die Freileitung habe einen Durchmesser von 1 cm, die beiden 
Leitungen sind in einem Abstand von D=100 cm aufgehangt. 
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Die Induktivitat der Leitung pro km ist 
D 


L = ( 4 la ~ + 1 J 10“ 4 H/km = 0,002 22 H/km . 


Die Kapazitat ist 


C-- 


4 In 


10" e 
D 9 


F/km = 0,005 25 - 10" 6 F/km , 


daher die Charakteristik 


Z = 



0,002 22 - 10 6 
~ 0,005 2 5 ~ 


650 Ohm 


und J^Z— 16250 Volt, d. h. etwa 1 / 3 von P 0 . 



Bei Kabeln ist wegen 
der hoheren Dielektrizitats- 
konstante G groBer , die Cha- 
rakteristik Z ist kleiner und 
hat etwa den Wert 60 bis 
100 Ohm. Ebenso ist die 
Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit dor Wellen kleiner, sie 
ist angenahert der Quadrat- 
wurzel der Dielektrizitats- 
konstante umgekehrt propor- 
tional. 

Da die Wellenlange fur 
50 Perioden 6000 km be- 
tragt, ist eine Freileitung 
von 100 km Lange nur 1 / 6C 
der Wellenlange, d. h. ihr 
entspricht in dem Diagramm 
ein Winkel von 6° vom 
Ende. Hier ist die Spannung 
am Leitungsanfang hoher ak 
am Ende. Dagegen tritt bei 
offener Leitung, d. h. fur 
= 0, stets eine Spannungs- 
erhohung vom Anfang gegeri 
das Ende ein, hierfiir ist ja 
nach Gl. 221 f 

$ = costa;. 


Sie ist urn so auffalliger, je 
groBer b — coVLG ist, also bei Kabeln, bei denen die Wellenlange 
annahernd der Wurzel aus der Dielektrizitatskonstante umgekehri 
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proportional ist, starker als bei Freileitungen. Die Spannungs- 
erliohung im Kabel wurde zuerst von Ferranti beobachtet und 
wird deswegen als „ Ferranti -Phanomen“ bezeichnet. 

An Hand des Diagramms konnen folgende Sonderfalle leicht 
Libersehen werden. 

1. Ist J 2 Z = P 2 undq9 2 = 0, so geht die Ellipse in einen Kreis 
iiber: Spannung und Strom sind langs der ganzen Leitung konstant. 
Hier besteht Resonanz zwischen den elektrischen und magnetischen 
Feldern; denn wenn man fur Z seinen Wert einsetzt, wird 

/ 2 2 D=P 3 2 <7. 

Die Energien des elektrischen und des magnetischen Feldes der Lei- 
tung sind gleichgroB, die Felder laden sich gegenseitig. 

2. Stehende Wellen. Yon Wichtigkeit ist ferner der Fall, 
dab die Ellipse in eine gerade Linie iibergeht. In diesem Falle 
haben Spannung und Strom langs der ganzen Leitung gleiche Phase, 
sie iindern sich nur von Punkt zu Punkt der GroBe nach und 
kehren ihre Richtung an bestimmten Punkten um. Beim Richtungs- 
wechsel gehen sie an bestimmten Punkten durch Null hindurch, und 
dies bedeutet, daB die Strom- und Spannungswellen nicht mehr fort- 
schreiten, sondern stehen. 

Stehende Wellen bestehen bei der verlustfreien Leitung zu- 
nachst bei offener Leitung, d. h. bei = 0, hi erf iir ist 
$ = % cos bx, gZ = j sin bx . 

Die Spannung hat ihre groBten Werte bei x — 0, ijl, / . . . und 

2 3 

ihren Nulldurchgang bei x = -~, . . ., der Strom eilt ihr 

um */ 4 Periode vor und hat seine groBten Werte beim Nulldurch- 
gang der Spannung, und umgekehrt, Strom- und Spannungswellen 
sind um x / 4 Wellenlange gegeneinander verschoben. 

Zweitens treten stehende Wellen auf, wenn die Leitung am Ende 
widerstandsfrei kurzgeschlossen ist, dann ist s $ 2 = 0 
? = j sin b x , S = cos bx, 

und drittens erhalt man stehende Wellen, wenn Strom und Spannung am 
Leitungsende um 90° gegeneinander phasenverschoben sind; denn 
dann fallen die Vektoren j g 2 Z in Fig. 148 stets in die Richtung von . 

Die Bedingungen fur stehende Wellen bei der verlustfreien 
Leitung sind daher J 2 = 0 oder P 2 = 0 oder <p„ = 90°, also ftir 
alle die Falle, bei denen ein Faktor der an dem Ende abgegebenen 
Leistung 

P 2 J 2 cos <p 2 

gleich Null ist, so daB sich als allgemeine Bedingung f iir stehende 
Wellen die ergibt, daB am Leitungsende keine Leistung abgegeben 
wird. Da die Leitung verlu^tfrei angenommen wurde, bedeutet dies, 
daB keine Leistung in die Leitung geschickt wird; sowie eine Lei- 
Fraenckel, Wechaelstrdme. 2. Aufl. 13 
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stung abgegeben wird, miissen die Wellen fortschreiten, also auch 
dann, wenn die Leitung Verluste besitzt. 

Spannungsr esonanz. 1st an die Leitung eine Kapazitat C' 0 
angeschlossen, so besteht nach vorstehendem eine stehende Welle. 
Die Lange z, an der die Spannung Null wird, ergibt sicb daraus, daB 
P 2 cos bx=J 2 Zsinbx 

sein muB, oder, da = P 2 coO 0 ist, 

'■sM-zic, 

Fur kleine Winkel (lx), d. b. fiir eine im Verhaltnis zur Wellen - 
lange kurze Leitung kann man setzen 

tg,(bx) — bx . 

Es wird also 

__ 1 

X ~Zbo>C‘ 


\ 


ist, wird 


1 

o)L ■ coC 0 
1 


HierBei ist die induktive Reaktanz des Leistungsstiickes von der 
Lange x gleich der Kapazitatsreaktanz des angeschlossenen Kon- 
densators. Die Resonanzbedingung ist unabhangig von der Kapazitat 
der Leitung, vorausgesetzt, daB diese klein ist gegen G 0 . 


68. Leitung mit Verlusten. 

a) Die unendlich lange Leitung. 

Um den EinfluB der Verluste auf die Ausbildung der Wellen 
zu iibersehen, untersuchen wir einige Sonderfalle. Den Verbaltnissen 
in langen Telephon- oder Telegraphenleit ungen kommt die Betracbtung 
der unendlich langen Leitung nabe. Darunter soil eine solehe 
Leitung verstanden werden, bei der die vom fernen Ende nach dem 
Leitungsanfang zuriickwandernde , die reflekbierte, Welle sich dort 
nicht mebr bemerkbar macbt. Hierbei ist in Gl. 221 S. 186 die Am- 
plitude der reflektierten Welle fiir den Leitungsanfang (a; — 0) 
gleich Null zu setzen. Damit werden und fiir den Leitungsanfang 

%i=%, 3i 8 = «, = $! 

und die Gleichungen fiir Spannung und Strom im Abstand x sind 
$ = v~ ax (cos bx — j sin 6a;) ■» 

$ = 3i e~ ax (cosbx — jsinbx)) ) 
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Spannung und Strom stehen an alien Punkten der Leitung im 
gleicLen Verhaltnis wie am Leitungsanfang ^ — 33 , weil wir es eben 
nur mit einer Welle, der vorwartsschreitenden, zu tun haben. ^ und 
3 andern gleichmaBig ihre Phase, die Amplituden nehmen nach 
MaBgabe der Dampfungskonstante ab. Der Strom ist gegen die 
Spannung iiberall um den konstanten Phasenwinkel f der Charakte- 
ristik 3 verschoben. Schreiben wir 

3==Ze^, 

so wird nach Gl. 226 S. 187 


V A* 


+ ( o>Lf 


A 

coG' 


■{pOf 


f = ¥ arctg- A 


R 

coL 


R 

cdG coL 


: (226b) 


Je nachdem der Zahler in f positiv oder negativ ist, eilt die 
Spannung dem Strom oder der Strom der Spannung vor. 

Das Polardiagramm der Spannungs- 
und Stromvektoren erhalt man fiir die 
hier allein vorhandene vorwarts schrei- 
tende Welle durch Biickwartsdrehung des 
Anfangsvektors um bx und gleichzeitige 
Multiplikation mit e~~ ax als logarith- 
mische Spirale. In Fig. 150 sind 12 
Vektoren fiir eine ganze Wellenlange in 
Abstanden 5 # = 30° aufgetragen. Der 
EinfluB der Dampfung wird besonders 
anschaulich durch Vergleich mit dem 
bei der verlustlosen Leitung S. 193 ange- 
nommenen besonderen Fall, daB P=J-Z ist. Dort waren Strom 
und Spannung konstant, die Vektoren beschreiben einen Kreis; die 
Abstande der Spirale vom umschriebenen Kreis zeigen direkt die 
Dampfung. 

Die Spirale ist vollstandig charakterisiert durch das Verhaltnis 
von Dampfungskonstante a und WinkelmaB 6 . Nach einer Wellenlange 
haben Strom und Spannung wieder die gleiche Phase wie am Anfang, 

2 71 ~ 

ihre Betrage sind fiir x — X = — gesunken auf e“ 27C &. 

0 

Es laBt sich schon ubersehen, daB bei einer endlichen Leitung 
mit Verlusten das Vektordiagramm im allgemeinen aus zwei logarith- 
mischen Spiralen zusammengesetzt ist, je einer fiir die vorwarts 
laufende und fiir die reflektierte Welle. 

In einem besonderen Fall verschwindet aber auch bei endlicher 
Leitungslange die reflektierte Welle. Bei endlicher Leitungslange ist 
das Verhaltnis der Spannung P 2 zum Strom / 2 am Leitungsende durch 
den Scheinwiderstand Z ki der angeschlossenen Apparate gegeben. Ist 

18 * 



Fig. 150. 
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nun Z 2 nach GroBe und Phasenwinkel gleich der Charakteristik 
der Leitung, so stehen auch am Ende der endlichen Leitung Span-, 
nung und Strom im gleichen Verhaltnis wie an alien Punkten der 
unendlich langen Leitung. Man sieht aus Gl. 221 d, die Spannung und 
Strom bei Rechnung der x vom Leitungsende darstellen, daB durch 
Einsetzen von = die in Richtung der positiven x y also nach 
dem Leitungsanfang wandernde Welle, verschwindet. Die Gl. 228 
und die einfache Spirale haben also auch fur diesen Fall der „reflexions- 
freien“ Leitung Giiltigkeit. 


b) Leitung mit Widerstand und Kapazitat. 


Bei Telephon und Telegraphenkabeln sind die Induktivitat L 
und die Ableitung A sehr klein und konnen in erster Annaherung 
vernachlassigt werden. Die ersten Rechnungen der Fortpflanzung 
von Telegraphenstr5men in Kabeln nach W. Thomson beruhen 
hierauf. 

Fiir A — 0 und L — 0 wird nach Gl. 220 und 226 



Die Charakteristik ist umgekehrt proportional der Wurzel aus 
der Frequenz, je hoher die Frequenz um so kleiner die Spannnng 
fiir einen bestimmten Strom, um so groBer aber die Dampfungskon- 
stante. Der Phasenwinkel von Z ist — 45°, der Strom eilt iiberall 
(bei unendlich langer oder reflexionsfreier Leitung) der Spannung 
um 45° vor. Die Amplituden sind nach einer Wellenlange auf 
e~ 2jr == 5 ^ des Anfangswertes gedampft. 

B eisp iel. Fiir eine Doppelleitung eines vieladrigen Telephonkabels 
mit Adern von 0,8 mm wurde fiir co= 5000 bestimmt: jK = 64 Ohm km -1 . 
G = 0,0365 lO" 6 F. km" 1 . .4 = 0,9 10 ~ ( * Siemens km" 1 . L = 0,6 


10 3 Henry km 1 . Hiermit ist fiir co ===== 5000 $ = 586 e \ 

wahrend die Naherungsgleichung (230) 593 e"^ 45> ergibt. Ferner sind 
a = 0,0749, 5 = 0,0781 nahezu gleichgroB. Die Wellenlange ist 
2 71 

l — ^ 30 km, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v — — 

0 b 

— 64000 km Sek 1-1 . 

Die starke Dampfung begrenzt die Entfernung der Nachrichten- 
iibermittlung durch Kabel, besonders bei Obermittlung der Sprache, 
weil die Obertone starker gedampft werden und die Sprache un- 
deutlich wird. 
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c) PupinkabeL 

Die Dampfungskonstante nakert sick fur kohe Frequenzen 
einem Grenzwert. Setzt man nack Gl. 220 


■Vt 


RA — a>*LC + eo*LC ^ , 


PS 


orL- 


2 a 2 


und entwickelt die zweite Wurzel in eine Reike, so wird unter Ver- 
nacklassigung von Gliedern koherer Ordnung 

A 2 


Vf 


i+ 


ps \ 


co 2 LV 


; 1 


A 2 


ofG ■■ 


— i _| 


R 2 


2 \ofL 2 ~ of C- 


faj H - — 


“-Vi- *’§+1^+7^ 
°~i\ r Vt+ a V 


L 

G 


. '.(231) 


Diese Gleickung zeigt, daB es fiir hokere Frequenzen kei ge- 
gebenen Werten von R und A eine kleinste Dampfung gibt, die von 
dem Verkaltnis L:G abhangt und dort liegt, wo die beiden Teile 
gleickgroB sind. Dies ist der Fall fiir 

L:G=R:A . . .(232) 


Durck Einsckalten von Drosselspulen in Telepkonkabel hat 
Pupin sick diesem Minimum zu nakern gesuckt und eine ganz be- 
deutende Verbesserung in der Reickweite der Kabeltelepkonie erzielt. 
Das gleicke Ziel wird nack Krarup durck Umspinnung der Kabel 
mit Eisendraht erreickt. In beiden Fallen wird neben der Erhokung 
der Induktivitat auck der Widerstand der Leitung vergroBert. Sind 
z. B. R q und L 0 Widerstand und Induktivitat der Pupinspulen fiir 
1 km Leitung (die Pupinspulen werden in Abstanden von etwa 2 km 
in Kabel eingebaut), so wird in Gl. 231 L uml 0 und R um R 0 ver- 
groBert. Es ist daker das Verkaltnis L 0 : R 0 der Drosselspulen, die 
sog. Zeitkonstante x moglichst groB zu wahlen. Dies erfordert teure 

Drosselspulen. Durck Einsetzen vonL 0 und R 0 -~- in Gl. 231 wird 


Fur einen konstanten Wert r kat a bei veranderlickem L 0 ein 
Minimum fur 

r fxR — L\ 

L ° \OA-ArJ > 


I G ■ 


und ist 


VMX'-SP 


i) s. Breisig, ETZ 1901, S. 1029; Liischen, ETZ 1908, S. 1150 u. 1913 S. 81. 
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ein Wert, der fur Kabel (L = 0) angenahert 

«»»„=]/ R ( A + < ^) 

ist und den EinfluB der von vornherein nicht bekannten Ableitung 
zeigt. Nach Breisig 1 ) soli fur eine deutliche Verstandigung bei 
l km Leitungs'lange al<^3 bis 4 sein. Seine Messungen 1 ) an Doppel- 
leitungen eines Fernsprechkabels von 3 mm Drahtdurchmesser zeigten 
bei co = 5000 im Mittel einen Wert a = 0,00314, wenn Pupinspulen 
von 0,15 H und 3,9 Ohm wirksamem Widerstand in Abstanden von 
1,7 km eingeschaltet waren, ohne diese a = 0,01 8. Die Reichweite 
wurde durch die Spulen somit versechsfacht. 

Beim AnschluB einer Freileitung an ein Kabel ist wegen der 
grofien Verschiedenheit der Charakteristiken die Bedingung der Re- 
flexionsfreiheit (S. 196) nicht erfiillt; das Kabel erfordert bei gleicher 
Spannung einen viel groBeren Ladestrom als die Freileitung, die 
resultierende Dampfung wird verandert, man bezeichnet dies als 
Reflexionsverluste. Die Erhohung des Wellenwiderstandes der Kabel 
mit Pupinspulen ermoglicht daher eine bessere Anpassung an ange- 
schlossene Freileitungen. 

d) Yerzerrungsfreie Leitungen. 

Die in Gl. 232 S. 197 abgeleitete Beziehung fur das Minimum 
der Dampfung bei hohen Frequenzen R:L = A:C fiihrt zu einem 
weiteren Sonderfall. Eine Leitung, bei der diese Beziehung erfiillt 
ist, wird nach Heaviside verzerrungsfrei genannt. Es wird 
hiermit nach Gl. 226 die Charakteristik 

z -Vd 

wie bei der verlustfreien Leitung. Die Fortpflanzungskonstante Gl. 216 
wird 

v = («■ + i h ) == ( R + jto L) = (A + j co O) ]/| , 

somit 

jtg 

a — -= — AZ, b — o)'\/LC. 

Li 

Die Dampfungskonstante ist hier unabhangig von der Frequenz, 
Schwingungen von alien Frequenzen werden gleich stark gedampft, 
dies begriindet die Bezeichnung als verzerrungsfrei. Dies gilt freilich 
ohne Riicksicht auf die Erhohung des Widerstandes mit der Frequenz 
infolge Stromverdrangung. 


J ) Breisig, ETZ 1914, S. 646 fit 
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Starkstromfreileitungen kommen diesem Fall hanfig nahe. Fiir 
das Beispiel einer Doppelleitung S. 192 war 0 — 0,00525 10“ 6 F/km" 1 . 
L = 0,00222 H/km" 1 . Der Widerstand ist R = 0,45 Ohm/km"" 1 (fiir 

O 0 00525 

die Doppelleitung). Es miiBte daher A — R-y = 0,45 * 10~~ 8 

JU U,UU22J 

= 1,06 10“ 8 S./km -1 , was einem Isolationswiderstand (einsohl. den 
evtl. Koronaverlusten) von rund 1 Megohm f. d. km entspricht. 

Das im folgenden abgeleitete Vektordiagramm zeigt uns den 
allgemeinen Verlauf, wenn ist, also die Zusammensetzung 

aus 2 Spiralen, und zwar fiir den besonderen Fall der verzerrungs- 
freien Leitung. Der Unterschied bei einer nicht verzerrungsfreien 
Leitung besteht dann nur darin, das die Vektoren gg nicht mit g 
phasengleich, sondern urn den Phasenwinkel £ des Wellenwiderstandes 
(s. 61. 226b S. 195) dagegen verschoben sind. Fiir die verzerrungsfreie 
Leitung ist £ Null. 

In den 61. 221 d ist jetzt 

$ = § [(S|J 9 + g 2 Z) eax ( cos + sin 6 a?) 

g 2 Z)e~ a *(cos6a; — j sin 6a?)] . (233) 

$Z — | [($ 3 -f- g 2 Z) e ~ ax (cos bx -f- j sin 6 x) 

— ($ 2 — g 2 Z) e~- ax (cosbx — j sin 6a;)] . (234) 

In Fig. 151 ist OA 0 der Vektor der Spannung P 2 am Leitungs- 
ende, 0A 1 der um den Wink el bx voreilende Vektor 

$ 2 (cos bx -j- j sin bx ) , 

OA n der um bx nacheilende Vektor 

$ 2 (cos bx — j sin bx ) . 

In der Figur ist wieder 
der Kreis, der einer Wellen- 
lange entspricht, in zwolf 
Teile geteilt, entsprechend 
dem Fortschreiten um bx 
= 30°. Die voreilenden 
Vektoren sind mit \t ax > die 
nacheilenden mit |e*“ ax zu 
multiplizieren; im ersten 
Fall erhalt man die mit OC ± 
bis OCq bezeichneten, im 
zweiten Fall die mit OD ± 
bis 0D 6 bezeichneten Vek- 
toren nach der logarithmi- 
schen Spirale. Die Konstruk- 
tion ist nur fiir sechs Punkte entsprechend einer halben Wellenlange 
durchgefiihrt, auKerdem ist die Periodenzahl gleich 100 angenommen. 
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X 

so daB im fruheren Beispiel fiir eine halbe Wellenlange e 2 =2,76 
ist, urn die Figur nicht zu sehr zu verzerren. 

Addiert man zusammengehorige Vektoren OC ± und OD x , OC 2 
und 0D o , so ergeben sich die Vektoren OE ± bis OE die zunachst 
die Spannungsverteilung fiir J 2 — 0, d. h. bei der offenen Leitung 
darstellen, denn bierfiir ist 61. 233 

$ (Jjs = o) = | % [e a x (cos b x + j sin b x) + e - (cos b x- — j sin bx)] (233a) 
Diesem Diagramm entsprach bei der verlustfreien Leitung die ge- 
rade Linie. 

Subtrahiert man zusammengehorige Vektoren OC ± und 0D 1 usf., 
so erhalt man die Vektoren OF ± bis OF (r Diese stellen nach GL 234 
= § % [e ax (cos bx + j sin bx) — e - ax cos (bx — j sin 6 a?)] 

2 (233b) 

die Stromverteilung bei offener Leitung (J r 3 = 0) dar. 

Wahlt man als Ausgangsvektor OA 0 nicht sondern ^ 2 Z, 
so stellen die durch Summation zweier Vektoren erhalt enen OE x 
bis OE a in anderem MaBstab nach GL 234. 

3Z = -J- 3.Z [e a * (cos bx + f sin bx) + e~ ax (cos bx — j sin bx)] 

(234a) 

die Stromverteilung fur P a = 0, d.h. bei kurzgeschlossenem Leitungs- 
ende dar, wahrend die durch Subtraktion zweier Vektoren erhaltenen 
OF x bis OFq entsprechend GL 234 fur P^—0 

sp =0 =r> [e aaJ (cos 6 ^ +• J sin Jar) — e~ ax (cos 6 ^ — 7 sin 6 a?)] 

2 ' “ (234b) 

die Spannungsverteilung bei kurzgeschlossener Leitung abbilden. 



Nun zeigt sich durch Vergleich der Gl. 233 a, b und 234a, b 
mit 233 und 234, daB man die Spannungs- und Stromvektoren bei 
Belastung erhalt durch Addition der entsprechenden Vektoren der 
offenen zu denen der kurzgeschlossenen Leitung. 

In Fig. 152 sind die Kurven E 1 — E (i und F x — F n noch- 
mals aufgetragen; der Vektor OA 0 der Fig. 151 ist mit 0P„ be- 
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zeichnet, da er die Spannung am Ende darstellt. Bei der Addition 
ist zu berucksichtigen, daB die Vektoren, sofern sie die dem 

J Z 

Strom proportionale Spannung J^Z darstellen, im Verhaltnis 
zu verkleinern und um den Winkel cp 2 nach riickwarts zu drehen 

j- ^ 

sind, um den J 2 gegen E^ nackeilt. Macht man also E 1 G 1 — X OF x 

und um cp 2 gegen OF x zuriickgedreht, so ist OG x als Summe von 
0E ± und E X G X die Spannung im Abstand von 1 / 12 Wellenlange 
vom Leitungsende. Ebenso sind die Punkte G 2 bis G ( > gewonnen, 
die Vektoren OG x stellen die Spannungsverteilung dar. Analog 
erhalt man die Vektoren 0H 1 bis OH 6 der Stromverteilung, indem 

J Z 

man an jeden Vektor OF x den im Verhaltnis -A— verkleinerten und 

•*2 

um cp 2 gedrehten Vektor 0E X gleich F x H x antragt. Der erste Vektor 
ist 0/ 2 , der den Strom am Leitungsende darstellt. 

Diese Diagramme fur *J5 und g treten an die Stelle der bei 
der verlustfreien Leitung gefundenen Ellipsen. 

Auch hier hat die Spannung ihre kleinste Amplitude im Ab- 
stand von etwa x / 4 Wellenlange vom Leitungsende. 


69. Ermittlung der Konstanten einer Leitung durch den 
Leerlauf- und den KurzschluBversuch. 


Es soli nun gezeigt werden, wie die Konstanten der Leitung 
durch Messung ermittelt werden konnen. Hierzu geniigen Strom-, 
Spannungs- und Leistungsmessung erstens bei Leerlauf, d. h. bei 
offenen sekundaren Klemmen, und zweitens bei KurzschluB, d. h. 
bei widerstandslos verbundenen sekundaren Klemmen. 

1. Leerlauf. Bei offenen sekundaren Klemmen bestehe an 
diesen die Spannung $ 2 , g 2 ist Null. Am Anfang der Leitung, 
fur den x — l ist, erhalt man nach Gl. 221 d und 221 e die Leerlauf- 
spannung $ 10 und den Leerlauf strom 3 10 . 


fiV l 1 o V l 

?10= % Xt = E °l H ' 





% 


3 


3 


©in (v l) 


. (235) 


Das Verhaltnis des Leerlaufstromes zur Leerlaufspannung ist 
der Leitwert fiir Leerlauf y Q . Es ist 


%==y 0 ei ' 1 


SlO . 


1 e vl — e~ 


3e w + e- 


■vl 


3 


%q{vI) . . (236) 


Man kann den Betrag y 0 als das Verhaltnis des primaren Stromes 
J 10 zur Spannung P 10 durch Messung ermitteln, und wenn gleich- 
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zeitig die Leerlaufleistung N 0 gemessen wird, ergibt sich der 
Phasenwinkel cp 0 aus 


cos cp 0 



lO^lO 


2. Kurzschlu 6. Bei kurzgeschlossenem Leitungsende ist P 2 = 0. 
Schickt man durch die kurzgeschJossene Leitung den Strom so 
seien Spannnng und Strom am Anfang P lk und J lk ; aus Gl. 221 d 
und e ergibt sich 

=3 3 8©inH | 

e vl -Ue~ vl 



Das Verhaltnis dieser beiden GroBen ist der Scheinwiderstand bei 
KurzschluB z.. Es ist 

h =z k ^n =A = 8 - 3 £9 M • • (238) 

Man erhalt wieder den Betrag z k als Verhaltnis von P lk zu J 1 , 
und durch Messung der Leistung bei KurzschluB N k 

N k 

eos ft=p -y ■ 

* 1 7 /u 


Aus den beiden Gl. 235 und 238 ergibt sich nun 

fa ~ c ^vi~ ^ ^ * (239) 

und 

' Vb*-VW$) <*"> 

Um aus 61. 239 

v = (a-\-jb) = '\/{R-\-jmL){A- i r jcoC) . . . (241) 

zu ermitteln, multipliziert man Zahler und Nenner mit e” 1 und erhalt 

_ e " Vl ~ 1 
V V0Qk e 2 

oder 


e 2vl H 

!— Vlfofo’ 


. (239a) 


woraus v ermittelt werden kann. Nach Gl. 240 und 241 ist dann 


und 


(R-{-j(oL) = vS 
(A-\-j(oC) = — 


. . ( 242 ) 


69. Ermittlung der Konstanten e. Leitung durch den Leerlaufversuch usw. 203 


Zur Ausrechmmg setz© man 

.(v 0 +**) 


V9 0 8s = Vy 0 z fe eJ 
daher nach Gl. 239 a und 241 

„2v l ,,2 f a + jb)l 

i-Vu 

l+Vj/o^ 008 


( oos ’’•+-&+; si » 


, 9 0 + n 


( 2 4 a )+>'^‘ 


1 — VyACOS 


<Po + <Pk 
2 


■ j yy<i z k sin 




1 — »o*fc + 2 ? ^Vo z k sin {H-- 

1 J rVo z k 2 VyoZfcCos^— 2 


Nun ist auf der linken Seite 




= e 2(a + i6)Z — e 2aZ^ cos 2 6Z-)-? Sm 2 


Setzt man die reellen und die imaginaren Teile auf beiden 
Seiten einander gleich, so wird durch Division 


tg2 6Z = 


i — yo\ 


1 2V^«»ri>-±» 

‘-57" otg — — 


(243) 


Ferner wird 

e- al — ~r 

1 + 2/o z fc — 2 VVo*k cos 


a^-in 


x y (i - yo^) 2 + 4 »o % sin2 


1 + Vo z k - 2 Vy 0 ^ cos 


(244) 


Hiermit sind a und b und damit r = (a jb) bestimmt. Aus 
Gl. 223 ergibt sich ferner 


Z = Z ‘’ ! -Vt = Vy/ 


<p h - y o 


und mittels der Gl. 242 konnen nun R, A, L, G berechnet werden. 
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Strom- und Spannungsgleichungen mit den bei Leerlauf 
und bei KurzschluB gemessenen Konstanten. 

Wie bei der Konstruktion des Vektordiagramms Fig. 152 auf 
Grund der Gl. 223 und 224 gezeigt war, setzen sich die Strome und 
Spannungen bei Belastung zusammen aus den entsprechenden Werten 
bei Leerlauf und bei KurzschluB. 

Zur Berechnung der Beziehung zwischen primaren und sekun- 
daren Stromen und Spannungen fur irgendeinen Belastungszustand 
an den Enden einer Leitung von gegebener Lange fiihrt man diese 
Zusammensetzung auf die direkt meBbaren GroBen y 0 und z k zuriick, 
wie von Franke und Breisig zuerst gezeigt wurde. 

Aus GL 235 und 237, S. 201 u. 202, geht hervor, daB das Ver- 
haltnis der primaren Leerlauf spannung zur sekundaren Spannung 
ebenso groB ist wie das Verhaltnis des primaren KurzschluB strom es 
zum sekundaren Strom, namlich 

l- 0 =% fc = e °f(w) = e. 

-Fa ^2 


Dieses Verhaltnis, das mit (£ bezeichnet werden soil und das 
eine komplexe Zahl ist, laBt sich wie folgt durch die meBbaren 
GroBen y Q und z k ausdriicken. 

Nach Gl. 239 ist 




©in 2 (vl) 


(£of 2 ( vl ) * 

Nun ist fur die Hyperbelfunktionen: 


daher 


oder 


©tn 2 (vl) — (£of 2 (vl) = — 1 , 

_<Eof(W) — 1 1 

c “~ <£of(W) “ — £of 2 (vl ) 5 


Hiernach ist nach Gl. 235 und 237 


(245) 


bei Leerlauf sg 10 = 
bei KurzschluB = 3 lfc 5 fc = S 3 <S8 fc > 

Durch Addition wird bei Belastung 

^ = ^<£ + 3^1 
3 1 = ? 2 ©^o + 3 2 ®/ 


3l7 : =32®- 


(246 ) 


Die weitere Diskussion dieser Gleichungen folgt in Kap. XII. 
Die hier neben Q 0 und auffcretende GroBe (£ = Ce^' heiBt 
nach Breitfeld 1 ) der Kabelfaktor, nach der Definition ist er das 


*) E. u. M. 1907, Heft 47. 
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Verhaltnis der primaren zur sekundaren Spannung bei Leerlauf . 1st 
er kleiner als 1, so tritt bei Leerlauf Spannungserhohung am Leitungs- 
ende auf (Ferranti Phanomen s. S. 193), sonst Spannungsabfall. In 
dem Vektordiagramm, Fig. 152, S. 200 ist der Betrag G das Ver- 
haltnis einer Lange 0E 1 bis OE 2 zur Lange OP 2 , und y der Winkel 
zwischen diesen Vektoren. Spannungserhohung bei Leerlauf tritt 
danach im allgemeinen fiir Leitungslangen bis zu etwas mehr als 
ein Viertel der Wellenlange auf. 

70. Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen. 

Die Berechnung der Erscheinungen auf Leitungen wurde auf 
vier GroBen L , P, C, A zuriickgefiihrt, die man als ,,Betriebskon- 
stanten*' bezeichnet, und die Rechnung wurde an dem einfachen 
Beispiol einer Schleife aus Hin- und Riickleitung erlautert. 

Bei Vereinigung einer groBeren Anzahl Leiter, wie bei Mehr- 
phasenleitungen, Telephonkabeln usf., die man als Mehrfachleitungs- 
systeme bezeichnet, und die aus einer Anzahl Leiter und eventuell 
einer leitenden Htille oder auch der Erde als Riickleitung bestehen, 
sind die in die Rechnung einzusetzenden Betriebskonstanten 
je nach der *Betriebsart gewisse Kombinationen von anderen, den 
Fundamentalkonstanten. 

Eine vollstandige Erlauterung des Zusammenhanges dieser GroBen 
ist von Emde und Diesselhorst, ETZ 1909, gegeben; es sei darauf 
varwiesen und hier daraus nur folgendes angefiihrt. 

a) Kapazitat und Ableitung. Als Fundamentalkonstanten 
galten die Kapazitat C und die Ableitung A eines Leiters, der die 
Spannung p gegen Erde hat, wahrend alle anderen Leiter einschlieB- 
lich der Hulle geerdet sind. Dann ist 

\p 2 C die elektrische Energie des Systems, 
p 2 A der Energieverlust in der Zeiteinheit, 
q = Cp die Ladung des Leiters, 
q v = Ap der Ladungsverlust in der Zeiteinheit. 

Sind in einem System von n Leitern die Spamiungen der Leiter 
gogon Erde p x p . y . . . p n , so ist nach Maxwell die Ladung des /^ten 
Leiters 

q t c = c f *iPi + c f ‘iV2+--- J r c t‘*‘Pn - • • • (247) 
der Ladungsverlust in der Zeiteinheit 

= •• J r a ,unPn • • • • (247a) 

C und a MV sind die Kapazitats- und Ableitungskoeffizienten. Es ist 

C U v == C vfi 9 a fiv ^ a vfi • 

Diese Koeffizienten werden auf die zuvor definierten Fundamental- 
konstanten durch folgende zwei Messungen zuriickgefiihrt. 
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1. Sind all© Loiter auBer dem betrachteten (ju) einschlieBlich 
der Hiill© geerdet, wahrend or die Spannnng p a gegen Erde hat, 
so ist 


q f , = VaC f c fl . 

c ufl ist die zuvor definierte Kapazitat 0^ d©s Leiters ju. 

2. Sind all© Leiter auBer zweien (/u und v) einschlieBlich der Hiill© 
geerdet, und haben diese beiden die Spannung p u — p lf = p gegen Erde, 
so ist die Summe ihrer Ladungen 

${.1 | 9V === {pfJL fl “1“' ^ C U y — {— Cy y'j P = O ^ y P 

Lfiv = % C !iv “h Cvv ) 


ist die Kapazitat der beiden vereinigten Leiter. Samtliche 
Kapazitatskoeffizienten 

Cju fi — Cfi> Cfi v = | (&fi — Oft v) • • . (^ 48 ) 


sind hiermit durch ebensoviele meBbare Kapazitaten bestimmt. 
Analog gilt fur die Ableitungskoeffizienten 

(Lfift = j ®>fi v — 2 ~i~" v)* • • • (248 a) 


b) Induktivitat und Widerstand. Als Fundamentalkon- 
stanten gelten Induktivitat und Widerstand einer Schleife, die 
durch Verbinden der Enden zweier Einzelleiter entsteht; flieBt in 
dieser' Schleife der Strom % wahrend alle tibrigen stromlos sind, 
so ist 


l PL 
PR 


0=Li 

d 0 ^ di 

dt dt 
X=Ri 


die magnetische Energie des Systems, 
der Energieverlust in der Zeiteinheit, 
der InduktionsfluB der Schleife, 

der induktive Spannungsabfall der Schleife, 

der Ohmsche Spannungsabfall. 


Entsprechend den Spannungen rechnet man zweckmaBig auch die 
Induktionsfliisse von der Hiille aus. Der InduktionsfluB einer Schleife 
aus den Leitern ju und v berechnet sich dann als Differenz der In- 
duktionsfliisse zweier Schleifen ju 0 und v Q , die aus dem Leiter u 
bzw. v und der Hiille (Index 0) gebildet werden. 

®ju v - — ■ 0 ftQ ^0 * 

Analog 247 wird dann 

^0 = ^l f l4~ ^3*9+ • • • H" Z /*»®n 

Ift V Ivju - 

Die Induktionskoeffizienten l uv sind wieder durch zwei Messungen 
auf die Fundamentalkonstanten L zuriickzufiihren. 

1. Man bilde eine Schleife aus dem Leiter ja und der 
Hiille, alle anderen Schleifen sind offen. Alle % sind Null, auBer 
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Es wird 

$n o = h p ^ = o ® * 

luti—Lfj.0 

ist die Induktivitat der Schleife p — 0 . 

2. Man bildet die Schleife /u, — v , alle anderen Schleifen sind 
offen. Alle Strome sind Null auBer i ^ — — i v — i. Es wird 

$ ft v ~~~ $ v 0 ==: (^,« jU ^ “j - i —L'U v i • 

RfL v = I'll ft 2 l fiv h V 

ist die Induktivitat der Schleife fi — r. Die | n (?i -j- 1) Induktions- 
koeffizienten 

i/Ll fl === Rfl 0 If. l V 2 0 ” 1 ” 0 *') 5 * * ( 24 : 9 ) 

sind hiermit durch ebenso viele meBbare Xnduktivitaten bestimmt. 

Die Widerstande werden am einfachsten als Schleifenwiderstande 
R uv == RfA-\- R v bestimmt , worm R v die Widerstande der Einzel- 
leiter sind. Setzt man den Ohmschen Spannungsabfall einer Schleife 

%fi v = Xfc — %v = Rp i« — Rv K 

Xft 0 = T P lh “ 1 “ r P2 h * * * "T r P n in » 

worin r w v = | (i^ 0 + R y o — R p 0 und , £ = 0 

ist, so hat man eine analoge Form wie fur die Induktivitaten. Die 

Koeffizienten r ftv konnen aus den Einzelwiderstanden berechnet 

werden. 

Die Betriebskonstanten werden durch Einsetzen der beim 
Betrieb giiltigen Bedingungen erhalten. 

Beispiele. 1. Die Einphasenleitung mit symmetrischer 
Anordnung der Leiter gegen Erde. Ist p die „Betriebsspannung“ 
zwischen beiden Leitern, so sind die Spannungen gegen Erde 


Wegen der Symmetric ist 

c , 1 = a 2 = c 11 = c. 22 

und nach Gl. 248 

. c 12 = — (C 1 — | (7 12 ) 

<h = C 11 Pi + C 12 Pi = ( C U - C w) | = (°1 — I OjJ V • 

Die Betriebskapazitat ist 

^=1 = ^-1^) (250) 

Fur Betrieb mit Einphasenstrom ist % — — L. Es ist nach 
Gl. 249 

hi ~ L 10 — h<% =L. Z o , l 12 = (L lQ §-^12) ’ 

$12 ~ $10 $20 == h hi h h% S h% h hi — h R v> * 
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Die Betriebsinduktivitat ist 

-?- 12 =£ 13 (251) 

2. Symmetrische Dreiphasenleitung bei symmetrischem 
Betrieb (bei groBer Entfernung der Leiter gegen Erde). Die Span- 
nungen gegen Erde sind die Phasenspannungen, daher p 1 -\-Pz-\-p s =0. 

Bei symmetrischer Anordnung ist 

^xi - — - £.30 — 1 ^33 — ^*2 ^3 ? 

^12 == ^23 = ^31 ’ 

C 12 === C 23 ^ C 31 = (^1 2 ^1 2 ) 

<h = C XX Pi + C 12 % + C l3 % = C 11 Pi + °12 (P 9 + Pd) = ( C ll — C l 2 ) Pi 

= Px2(^x”^x 2 )- 

Die Betriebskapazitat bezogen auf die Phasenspannung ist 
C = 2 (C x | (7 12 ) (252) 

Fiir i x -4- i 2 h'— 0 ist, da bei Symmetrie 
hl= hz ~ ^33 ~^10 = A>0 = 

^12 ^*23 = ^31 = *^10 2 -^12 3 

^10 = ?/ i ^11 -T- ^2 ^12 + h Ks — \ ^10 (h H~ ^3) V-^10 2 -^12) ^ 2 ^1 -^12 * 

Die Betriebsinduktivitat ist fiir eine Phase 

L==IL 12 (253) 

3. Bei einer atmosparischen Ladung (s. Kap. XIV) erhalten alle 
Leiter die gleiche Spannung p gegen Erde. Die Betriebskapazitat 
wird hierbei fiir die Einphasenleitung C=C 12 > analog bei der Drei- 
phasenleitung, da 

9 = ffi + % + & = 3 ( c n + c i 2 + <W) P = 3 (— C'x + C'w) P 

C7=3(-(7 1 + 0 12 ). 

Fiir den Entladestrom ist ^ 4 = i 3 = i 

$>10 = i (l lx -)~ l 12 Kz ) ~ i -^xo -^12 ] 

L — 3L 1() — L vl fiir die Dreiphasenleitung, 

L — 2 L 10 — l L 12 „ „ Einphasenleitung. 

Teilkapazitaten. Bei manchen Rechnungen ist es zweek- 
maBig, die Max well schen Kapazitiitsgieichungen (247) in etwas ver- 
anderter Form zu schreiben, namlich 

9i = hi Pi + h* (Pi — ft) + hs (ft — ft) + • • • ) 

?a = ft H~ hi (ft — ft) + ha (ft — ft) + • • • \ (254) 


Zwischen den Koeffizienten k und c bestehen die 


C 11 — Kl 4 ~ *12 + *13 + • * • \ 


c 21 k 21 ) 


Beziehungen 
. . (255) 
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Wahrend die c (jLV auBer fur fx — v alle negativ sind, sind alle 
positiv und heiBen Teilkapazit aten. Das Gleichungssystem 
(254) gibt durch die Teilung des Verschiebungsflusses in Teile, die 
zwiscben jedem Leiter und Erde und zwischen je zwei Leitungen 
verlaufen, ein besonders anschauliches Bild der Ladungsverteilung. 
Fiir eine Dreiphasenleitung (Fig. 153) z. B. entsprechen 
den k lt , k 22: die Teilfliisse zwischen den drei 1 

Leitern und Erde, den k 12) k 2S) k n die zwischen zwei 
Leitungen und konnen schematisch durch Ersatz- 
kondensatoren dargestellt werden. Ein ErdschluB eines 
Leiters entspricht in diesem Schema einer Uber- 
briickung der betreffenden Teilkapazitat gegen Erde, * s 
z. B. 

Die Berechnung der Koeffizienten C, c und k 
wird auf die Maxwellschen Potentialkoeffizienten n 
oder elektrischen Induktivitaten 7 zuriickgef iihrt, 153 . 

mittels derer die Spannung jedes Leiters gegen Erde 
durch die Ladungen samtlicher Leiter bestimmt wird, nach der 
Gleichung 

P t , = y lf ‘ 2i+ & + ••• + Yn.u q n .... (256) 



Hierin ist fiir Freileit ungen fiir 1 km Lange mit Bezug auf 
Fig. 154 

T T\f 

y ufl = 2 • 9 In 2— km/^F , y ftv = 2 • 9 In kmjjuF (257) 

CL £),. y 


Beiunsymmetrischen Anordnungen erhalt man 
aus den y die Koeffizienten c der Gl. 247 am ein- 
fachsten mittels der Determinant en des Gleichungs- 
systems 256 und mittels Gl. 255 die Teilkapazit aten k. 

Bei symmetrischen Systemen werden die 
fiir sich und die fiir y fiv fiir sich gleich. 

Fiir die Einphasenleitung Fig. 156 ist z. B. 

='V4A 2 -{-i) 2 , wofiir bei groBer Hohe angenahert 
2 h gesetzt werden kann. Hier wird 

= 2 ' 9 ln km/^F 

\Ju 

2 h 

= 2 • 9 In — km//xF 


iL 



Fig. 154. 


h — 7 uFl'km 

Yu + 7 i 2 


*12 = *11 — /iF /km 


Tii— y. 12 


'll „U>/ Itty, 


^19 //PP/lrm 
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Fur Einphasenbetrieb (p 9 = — p x ) wird die Betriebskapazitat 


Y 11 — 7m 

Piir das Z weileiterkabel Fig. 158 S. 212 gelten die Beziehungen 
258 mit 

„ 9 , JR- — q 3 . 

9 1 JR' -j~ i -rr< 

n,= 2 -7 ,n -rJt~r <' 

Fur die Dreiphasenleitung (Fig. 157) kann man, wenn die 
mittlere Hohe h iiber Erde grofl gegen den Leiterabstand ist, an- 
genahert D\ iv = 2h setzen. Man erhalt dann dieselben Werte 
y „ und y ur wie fiir die Einphasenfreileitung. Hier ist 


^11 ~"j~ q > ^13 : 

Yu ^ H“ 2 Ytt'r 


c n = hi 


7j^rJ±y 

Yfi ft Yu v 


C 1‘2 ^1 


7/i ,u 7/i v 

_ 7 /iv 

7/i / a. 7 / iv 


Fiir das Dreiphasenkabel Fig. 159 gelten wieder die 61. 259 
mit den Werten 

9 , & — q\ , « 


= 2 • - In 


-km/'/tF, 


9 , jK*-t-V.K 3 + e 4 . , _ 

y /ir — e In 3 jjig* km//xJb . 

Fiir symmetrischen Dreiphasenbetrieb (p x -f- •*-(- = 0) ist die 

Betriebskapazitat 

1 


7/i /i 7 /av 


Die m&gnetischen Induktionskoeffizienten l uv (61. 249) berechnen 
sich nach S. 14 und 132. 

Sieht man von dem magnetischen Feld im Innern des Leiters 
ab, das z. B. bei F^eileit ungen sebr klein ist, aber auch bei hohen 
Frequenzen wegen der Stromverdrangung nahezu Null ist, so gilt 
die Beziehung 

\uv' Y/iv = £ [ i:c2 > 


worm c die Lichtgeschwindigkeit ist. 

Fur Freileitungen ist e — jjl— 1, und wenn y av in km / juF , l ftv in 
Henry /km gesetzt wird, 

l/iv : Yuv— 1:9-1 0 4 . 


Wir geben in nachstehender Tabelle eine Zusammenstellung 
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dor Betriebakapazitaten und Induktivitiiten der gebrauchlichsten 
Loiteranordnungen x ). 


C Mfd/km 


L Henry /km 


I Draht, Erde als Ri icic- 
le it ung (Big. 155) 


EinphaHcnfreileitnng 
(Fig. 150) 


I)gl. unter Beriicksich- 
tigung der Erde 


Symmctrisohc Drei- 
phasenf rei leitung pro 
Pliawe (Fig. 157) 

EinphaHonkabel , Man- 
tel goerdot (Fig. 158) 

SymmetrisehoH Drei- 
pkaBenkabel , Mantel 
geerdot (Fig, 159) 

Konzontriaohcs K abel 
(Fig. 160) 

a) Betriebakapazitat, 
wenn AuBenleiter ge- 
erdet. 

Bei goer date m Mantel 
i«t a) Kap. dea inno- 
ran Leitera, b) Kap. 
dea iiubaren Leitara 


A 


2 In 


1 1 
2 h * 9 


4 In 


_1 1 

D 9 


2 In 


(?)* 


2 In 


1 1 
D 9 


a 


4 In 


* 1 
2 U 9 


In 

a) 

b) 


a (JF + e*) 

r 1 

~d*~ IP — {? J 

1 


In J 
a, 


In-- in“< 


I*- H 

(b" 

f 1 


wmmmm 

Fig, 155, 


4 In 


a+°’ 5 ) 


10- 


4 In ~ — |— 1 ) 10- 

a 1 


(‘21n~~ + 0,5) 10- 

"v+ 1 ) w " 


2 In ~-f 0,5) 10- 

a 1 


a ^ I 

- -J io- 






\ 


Fig. 156. 


Fig. 157. 


>) 8. Breisig, ETZ 1898; Lichtenstein, ETZ 1904; Orlich, KTZ 1908, 
S. 810; Orlich, K&pazit&t und Induktivitiit. 


14 * 




212 


Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitat. 




71. Ersatzschaltungen fur Starkstromleitungen. 


Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik ist eine 
betrachtliche Leitungslange nur ein kleiner Bruchteil der Wellen- 
lange. Hierbei rechnet man oft mit einem vereinfachtem Schema. 
Man denkt sich entweder einen Ladestrom in der Mitte der Leitung 
und erhalt Fig. 161 mit einem Leitwert y zwischen zwei Schein- 
widerstanden | z. Oder man denkt sich am Anfang und Ende 
je einen Ladestrom entsprechend Fig. 162 mit zwei Leitwerten 

| y an den Enden eineis 
Scheinwiderstandes z. Damit 
diese Ersatzschalt ungen die 
Verhaltnisse zwischen Stro- 
men und Spannungen am An- 
fang und Ende der Leitung 
gotreu wiedergeben, sind y und z so zu bestimmen, da6 sowohl be 
Leerlauf wie bei KurzschluB sich die gleichen Werte wie bei dei 
wirklichen Leitung ergeben. 

Erste Ersatzschaltung Fig. 161. Hier gelten die Glei 
chungen 



Fig. 161. Fig. 162. 


¥ 1 -¥» = ii(9. + 3i)l 
3 1 — 3a — 9 — i 3 Si)/ 


(260) 


Fiir = 0 erhalt man hiormit das Verhaltnis der Spannunger 
und den Leitwert bei Leerlauf 


^io 

% 


= ( 1 +l^8)> 


Sio. = l 

$10 1 -f 2 D 5 


. (261a) 


Diese Werte sind bei der wirklichen Leitung © = ©of (v l ) un< 


l5 0 = -2;ang(W) (s. S. 201, Gl. 235 u. 236). 
•o 


Fiir fJ5 a = 0 ist das Verhaltnis der Strome und der Schein 
widerstand bei Kurzschlufl 


c* 


^ = (! + 2 D s) : 


“ = ( 1 ■ 
C* 2 8 1 1 

<01 Zc 


1 ~\~2*)h 


. (261b) 
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Dies© Werte sind bei der Leitung nach 61. 237 u. 238 £ = £of (vl) 
und Sfc = B STartg (vZ) . 

Damit das Ersatzschema die Leitung widerstandsgetreu ab- 
bildet, ist hiernach zu setzen 


£ ( &in(vl ) 

2 8 — 8,c r+e ~ a r+e^{(w) 

9 = t5 0 S = i(Sm(W) 


. . . (262) 


Durch Reihenentwicklung der ©in und (£of wird 

hb = S( vi )~ 5 ' 


T 3! 


2 




■S M 


2! 


i_lH 2 i H* , ' 

‘ 3! ‘ 5! ‘ 


Bescbrankt man sich auf die quadratischen Glieder der Reihen 
und setzt nach S. 202 Gl. 242 

3 (vl) = (R + jcoL) l, i (vl) = (A+jcoC)l, 

dann ist 


i h = il(R-\-jcoL)[l— ^P{RA — cD*LC+j(cDLA + cDCR)}]] 

t)= l(A+jcoC)[ 1+ lP{BA-cD*LC-{-j(coLA + coCR)}] j 

(263) 

Die Glieder vor den eckigen Klammern sind f iir | § Wirk- und 
Blindwiderstand der halben Leitung, fiir t) Wirk- und Blindleitwert 
der ganzen Leitung. Es fragt sich, bis zu welchen Leitungslangen die 
in Klammern stehenden Eaktoren vernachlassigt werden konnen. 
Dies wird offenbar der Fall sein, wenn der groBere nicht mehr als 
1 °/ 0 von der Einheit abweicht. Die Leitungslangen seien fur zwei 
praktische Falle ermittelt. 

a) Dreiphasenfreileitung fiir 110000 Volt, 120 qmm, 
f— 50 Per./sek. Die Konstanten je Phase sind: R = 0,15 Ohm/km, 
£ = 0,0013 H/km, (7—0,009 10” 6 F/km, A — 0,5 10“ H Siemens/km. 
Das groBere Korrekturglied steht im Ausdruck fiir \) , es weicht hier 
von 1 ab um P [ — 0,18 -|~ j 0,105] 10“ (i . Der Betrag ist l 2 0,208 10” 6 
und wird 0,01, wenn 220 km ist. 

b) Dreiphasenkabel fiir 10000 Volt, 50 qmm, f— 50 Per/Sek. 
Mit 72 = 0,36 Ohm/km, L = 0,00035 H/km, C = 0,185 • 10~ 6 F/km, 
A = 0,5 * 10~ 6 Siemens/km je Phase, weicht der groBere Korrektur- 
faktor von der Einheit um P ( — 1,03 -\~j 3,5) 10”" tt ab. Der Betrag 
wird gleich 0,01, wenn 52 km ist. 
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Hieraus folgt, daB man in vielen praktischen Fallen fur L 
zwischen zwei Speisepnnkten die Korrektur ganz vernachU*' 
kann. 

Zweites Ersatzschema (Fig. 162). Hier ist 

Si S 2 = i 5 (^P‘2 H~$i) | fg 

-¥ 9 = 8(3i-|^i)J ' 


Dies© Gleichungen ©ntstehen aus Gl. 260 durck Vert auschui* 
l) und g und und £ 5 . Man erhalt in ganz analoger Ableibx 
5 = = 3©in(W) ■ ) 


1 _ <£ _1 <3inW [ 

* l) — 1)0 1 + <e — s r-feof (v i) J 


■ . . (2 


Dies ergibt die gleichen Ausdriicke wie bei dem ersten Sc 
nur sind die Korrekturglieder in bezug auf X) und g verba 
Man kann somit mit beiden Ersatzkreisen mit gleicher Gen&u 
rechnen. 


72 . Kettenleiter. 

Durch Aneinanderreihen einer groBeren Anzahl gleicher Gi 
nach dem Schema der Fig. 161 oder 162 erhalt man Leitungsg 
nach Fig. 163 und 164, die man als Kettenleiter bezeichn© 
Schemata 161 und 162 heiBen auch Kettenglieder, die wir zi 
kiirzung als T- und 77-Kettenglied unterscheiden wollen und i 

z z z z 


Fig. 163. Fig. 164. 

die Kettenleiter. Der T - Kettenleiter beginnt und endigt mib 
Reihenwiderstand, der II- Kettenleiter mit einem NebenschluBle: 
Die 1} und g konnen beliebige Kombinationen von Widersti 
Induktivitaten und Kapazitaten sein. Der Kettenleiter dier 
experimentellen Untersuchung der Vorgange in langen Telegrj 
leitungen. Durch geeignete Wahl der GroBen und der Zahl de> 
der laBt sich eine Leitung von beliebiger Lange und charaki 
schen Eigenschaften nachahmen, man nennt dies eine kiln 
Leitung 1 ). 

Fiir das n te Glied einer Kette aus m Gliedern gel ten die < 
und 264 fiir die beiden Schemata, wenn anstatt 

<2^ 




*) Vachy, Traits d’Electricite, Bd. II, 1890; Breisig, Verh. d. 13 
Ges. 1910; K. W. Wagner, Arch. f. El., Bd.III, S.315; Bd. VIII, S. 6 
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fiir gesetzt wird. Es ergibt sich fur Fig. 164, 

entsprechend GL 264, 

3n- 1 *)($n + $«- 1) | / p gg\ 

Dies© Differenzengleichungen treten an die Stelle der Differential- 
gleichungen der Leitnng, die als Kettenleiter mit unendlich vielen 
Gliedern anfzufassen ist. Die Losung ist analog. Wir setzen 

3 n =to<r n , .... (267) 

worin und v Konstante sind. Hiermit wird (266) 

a ( i- # 0-i S *(i+.') J (268) 

5Bj = 9((l— e v +l t)s)J 

Durch Division der beiden Gleichungen werden 2( und 33 eliminiert. 

2 l ) 5 (! + eV ) = 0- — &v ) (f — o' *)$) 

(i — e) 2 =^me 

v 

1 — e v — + e 2 Vt)§ . 

j* 

Nach beiderseitiger Multiplikat ion mit \e 2 erhalt man die Be- 
stimmungsgleichung fiir v 

1 ( 1. v 1 
- - \e 2 — e 2 ) — ©in-“== + yVt)§ - . . (269) 

Aus der ersten der Gl. 268 wird fiir das Verhaltnis von zu 

3„ in (267) 

_ J3C_ 

33 ^ C+l t) ~ a 2 

Entsprechend den zwei Werten +v in Gl. 269, mit denen auch. 3 

V 

in (270) mit das Vorzeichen wechselt, erhalt die Losung (267) 

u 

zwei Glieder 

<P n == gx iC >'«-(- 3f a e- 

1 


2 e — 1 2 v . . 

^e'+l === i £9 ^ = ' 3 • • ’ • ( ° j 


S,,== f(~ ^ eVK '“) 


(271) 


Am Anfang der Kette (n = 0) seien Spannung und Strom 
daher 

?.= «! + «*» 3„8 = - 

somit 

«x*=i(*.-3.8). « 9 *i(sp„+3.8)- 

Hiermit wird in (271) 

Cofy*— 3 0 8 ®inv»] 


3«— 3 a ®°f vn — % ®i n rM 
3 


( 272 ) 


1 
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Dies© Gleichungen enfcsprecben den mifc Hyperbelfunktionen dar- 
gesfcellten Gl. 221b einer bomogenen Leitung, wenn an Sfcelle von n 
die Leitungslange x gesetzfc wird. v isfc die. Fortpflanzungskonstante, 
3 die Charakfceristik, Werfce, die sich bei der Leitung aus den 
auf die Langeneinbeit bezogenen Konsfcanten % — und 

t) — {A-\-jcoC) berechneten, wobei fur unendlich viele Glieder 
<&v\cc^%$a= cc zu setzen isfc, und aus (269) und (270) v — 


V i / z 

o_ — = 1/ wird, womifc die aus Gl. 216 und 226 bekannfcen 

t) V t) 

Werte erhalten werden. 

Sind 5p e , die Werte ana Ende der Ketfce von m Gliedern; 
so wird mifc den analogen Beziebungen wie bei der Leitung 

g 0 f(j'«i)==e j 3$g0m) = s fc , 1-Sg.(vm) = i5(, , 

aus Gl. 272 

on. rv, _ \Je 


e 

woraus mifc = 
folgfc 


: 35 a 3’ 0 8fc > 


e 


’ 3 a 3 $ tt % J 


den GL 246 fur die Leifcung entspreebend 


»i. . . 


1273) 


¥ 0 s=$ f «: + 3.«; b 

8«=3.c + *.«iJo 

Der Kettenleiter als Ganzes verhalt sich wie eine Leitung mifc den- 
selben aus dem Leerlauf- und dem KurzschluBversuch zu bestimmen- 
den Konsfcanten und (£. 

Fur den Kettenleiter Fig. 163 war, wie auf S. 214 erwahnt, 
in den Ausgangsgleicbungen t) und § mifc Bezug auf $ und $ ver- 
tauscbt, man erbalt wieder die gleichen Beziehungen, nur wird der 
Ausdruck fiir die Charakteristik 

: 8 ^ 

v 


3 = 


Beispiele. 1. Die Spannungsverteilung an Hange- 
isolatoren 1 ). In Fig. 165 bedeut© 0 die Kapazifcafc 
zwiscben zwei Isolatorgliedern, c die Kapazitafc eines 

Gliedes gegen Erde. Setzen wir bier 

= jcoc , so wird in Gl. 269 



jo)C 5 


* m T 




Fig. 165. 


Der Anfang der Ketfce, n — 0, isfc an den Leifcungsmast 
aufgehangt, die Spannung gegen Erde ist Null. Daher 


*) s. Riidenberg, ETZ 1914, S. 412. 
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wird $ a =0 in GL 271 $( 2 = — 2^. Damit wird die Spannung 
des n ten Gliedes 

%= % x {e vn — e~ vn ) = 2^ (Si nvn . 

Das letzte Glied (m) hat die Spannung $ der Leitung gegen Erde. 
Daraus folgt 

^ = 2 ©in v m 

und 




e>m vn 


(274) 


©inrm 

Durch das Verhaltnis c:G sind y und die Spannungsverteilung voll- 
standig bestimmt; dieses Verhaltnis hangt von der Art der Auf- 
hangung ab, im allgemeinen ist c viel kleiner als (7. In Fig. 166 



0 1 z 3 V 5 6 7 8 

Fig. 166. 
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Fig. 167. 


ist die Spannungsverteilung fur m = S Glieder und c:G gleich 0, 
0,05 und 0,1 aufgetragen. Je groBer dieses Verhaltnis, um so mehr 
weicht die Spannungsverteilung von der Geraden ab, um so mehr 
Spannung fallt auf die letzten Glieder. Die Spannung zwischen 
dem n ten und dem vorhergehenden Glied ist 


und fur das letzte Glied 


5Jh M m = ^ . [©in vn — ©in v i n ' 

(M 30 ©in^m L v 


•i)] 


©in v (m — 1) 
©in v m 


Sind alle Glieder gleich, so ist jedes fiir die groBte Gliedspannung 
zu bemessen. Fiir sehr lange Ketten kann man ©i nvm — e vm 
setzen, dann wird der Klammerausdruck 1 — e~~ v und die groBt- 
mogliche Spannung fiir eine Gliedspannung A wird 

Dieser Wert ist in Fig. 167 fur cjG von 0 bis 0,1 aufgetragen, er 
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zeigt, daB groBe Werte von cjC unbrauchbar sind, weil die Gesamt- 
spannung auch bei vielen Gliedern nur ein kleines Vielf aches der 


Gliedspannung wird. 


RL L L 

z C C C C _L 


Fig. 168. 

Windungen. Hier ist 


2. Ein Kettenleiter nach Eig. 168 
wird oft 1 ) der Untersuchung der Span- 
nungsverteilung bei Spulen fiir 
hohe Erequenzen zugrunde gelegt. B, 
L , 0 sind Widerstand, Indnktivitat und 
Erdkapazitat einer Windung, K ist 
die Kapazitat zwischen benachbarfcen 


R 4- j co [L (1 — urLK ) — R*K\ 
' (Ra>K)*+ (1 — co'LKf 


oder, wenn fiir hohe Erequenzen R gegen coL vernachlassigt wird, 


coL 

S==? i — aPLK 


und 


1) ■= =jcoC . 


Die Gleichungen fiir die Spule selbst erhalt man, wenn die Kon- 
stanten, wie bei der Leitung, auf die Langeneinheit bezogen werden, 

V V V 

wobei ©in — = 5 Eg ■ - = -•- zu setzen ist. Damit erhalt man die 
2 2 2 

Fortpflanzungskonstante und die Charakteristik 




- 14 * 


LO 

-a?~LK 


8 : 


V\-V 


L __ 

oyi- 


urLK 


. (274) 


Hieraus folgt zunachst, daB das Verhalten verschieden ist, je nach- 
dem die Ketzfrequenz co kleiner oder groBer ist als 

1 


O) A 


VLK 


co Q ist die Resonanzfrequenz der Windungs-Induktivitat und -Kap azitat. 
Ist co<[co Q) so ist v bei Vernachlassigung der Verluste imaginar, 
also ein WinkelmaB, 3 reell. Die Strom- und Spannungsamplituden 
sind raumlich nach Sinus wellen verteilt, wie bei einer verlustfreien 
Leitung. 

Ist n)^>cu 0 , so wird v reell, d. h. eine Dampfungskonstante, 
die raumliche Spannungs- und Stromverteilung befolgen ein Ex- 
ponentialgesetz. 3 wird imaginar und entspricht einer Reaktanz. 

Die beiden Erequenzbereiche unterscheiden sich dadurch, daB 


x ) Steinmetz, Transient current Phaenomena 1909. Arnold-La Cour, 
W echselstromtechnik, Bd. I, 1912. Wagner, El. u. Maschinenbau 1915. Arch, 
f. El. Bd. VI. S. 301. B ohm, Arch. f. El. Bd. V. S. 383. 
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im unteren Bereich die Stromleitung hauptsachlich durch die Win- 
dungen, im oberen hauptsachlich quer zu den Windungen durch 
die parallel geschaltete Kapazitat K erfolgt.' 

Wie bei der verlustfreien Leitung erhalt man auch hier stehende 
W ellen, wenn durch die Spule keine Energie iibertragen wird. Z. B. 
entsprechen der offenen oder der kurzgeschlossenen Leitung hier die 
Falle der am Ende ieolierten oder der geerdeten Spule, deren An- 
fang an einen Pol der Stromquelle angeschlossen ist, deren anderer 
Pol geerdet ist. Die an beide (isolierte) Pole der Stromquelle an- 
geschlossene Spule kann dann aus zwei am isolierten Ende hinter- 
einandergeschaltete halbe Spulen * zusammengesetzt gedacht werden, 
von denen die eine am Anfang an die Spannung die and ere 

am Anfang an. — | $P a angeschlossen ist. 

Setzt man fiir den unteren Prequenzbereich 


v = jb, 


wo das 


und 


so wird 


Winkelmaft b = co 



1st. ferner 

— co-LK 

==Z 


(£of vx~ (£of jbx = cosbx , 
{gin v x = (Sin jbx — j sin bx , 


% x = cos hx — j % a Z sinbx 

as 

3*= 3„ cos bx — j^ sin b x 


. . (275) 


Bei isoliertem Ende ( x = l ) ist %=0 und aus der zweiten Glei chung 

3 0 Z = j$ a tgbl (276) 

Hiermit 


cos b (l — x 

( cos hx + smbxtgbl) = ^ 

C* = • Sin b V~ .*) 

' Z cos bl 


(277) 


Diese Gleichungen gelten, wie angegeben, auch fur die an beiden 
Enden angeschlossene Spule, wenn x — l die Spulenmitte ist. 

Aus 276 folgt, dafi 

g^=0 ist fiir bl=n, 2 n, usl 

und Sa==9° fiir = If’ Usf ' 

Je nach der Frequenz ist im ersten Fall (Klemmenstrom = 0) die 
verlustfreie Spule in Stromresonanz, im zweiten in Spannungs- 
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resonanz. Am isolierten Ende liegt stets ein Stromknoten und ein 
Spannungsbauch, ferner wiocler im Abstand 

b (l — x) — n , 2 7T uaf. 

Spannnngsknoten und Strombiiuche bestehen in don Absttindon 
vom Ende 

b (1 — x) = ■ , 2 ■ uaf. 

Ganz analog erhalt man die Beziebungen bei geerdetom Ende. 

Die beiden Frequenzbereiehe mit vorwiegend ainusformigor bzw. 
hyperbolischer Spannungsverfceilung Bind bei Beriickaichtigung dor 
Verluste nieht bo scharf getrennt. 

Quantitativ wird das Verhalten der wirkliohen Spule duroh den 
Kettenleiter Fig. 108 insofern unvollkormnen ersetzt, ala die gogou- 
seitige Induktion der Windungen nioht riohtig beruokaiohtigt wird. 
Dies scheint dadurch zuin Auadruok zu kommen, daB in der Nuba 
der kritischen Frequenz to 0 der Nenner in v (01. 274) nahezu Null 
wird, d. lx. v sehr grofi und die Froquenzen fur Spamumgs- und 
Stromresonanz sehr dickt aneinander liegen mil B ton. Dios aokeint 
nach Verauchen von Go the 1 ) nicht der Fall zu sein. Aus Ver- 
suchen von Bohm 3 ) folgt jedoclx, daB oin Frequenzboreioh mit 
wesentlich sinusformiger Spannungsverteilung von cinem solohen mit 
hyperbolischer Vertoilung unterschieden wordcm kann. Wagnor**) 
hat die Untersuchung ausgedelxnt duroh Boruckaiehtigung der gegen- 
seitigen Induktion benachbarter Windungen, die Ergebnisse der 
Rechnung sind qualitativ ahnlich. In ganz anderer Weiae hat 
Rogowski 4 ) die Spannungsverteilung untersueht, indem er die 
Spul© als ein Mohrfaehleitersystem betrachtot. Dieaor Weg durfte 
^ der Wirklichkeit am naohwton konnrnm. Mit Ruok- 

sicht auf die ungleiohe magnetiaoho und elektrisoho 
g-L — |—£ Verkettung der Windungen nahe den Spulononden 

L und * n der Witte muBte die Charakteriatik sioh 

Fig. 169. von Windung zu Windung andern , woduroh Re- 
fiexionen entstehen. 

Eine Spulenleitung 5 ) mit Gliedern nach Fig. 169 kann in 
gewissen Frequenzbereichen als Abbildung einer Pupinleitung dienen. 
Es soli das Verhalten bei veriinderlicher Frequenz untersueht warden. 


*) Arch. f. El., Bd. IX, Ii. 1, 

*) Arch. I. EL, Bd. V, S. 888. 

8 ) Arch. f. EL, Bd. VI, S. 801. 

<) Arch. f. El., Bd. VII, S. 17. 240. 

») Wagner, Arch. f. EL, Bd. VIII, S. 61. 
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Die Ausdriicke (269) und (270) fiir g und v formen wir zunachst 
etwas um. Da 

Gin x Gin x 


wird 


Ferner 1st 


3 ; 


t) 2 


(Sofa: Vl~\~ ©in 2 x 

ViVi+i 


2 Silt"* 3 \ v = 


+bu 

i 


(278) 

(279) 


eof’' = l+? 2 t)J 

Wie fur eine Leifcung (S. 185) ist v — a-\~jb zu setzen, worin a 
die Dampfungskonstanbe und 5 das Winkelmafi ist. Es isb daher 

(Sof v — (Sof a cos b -}- j ©in a sin b , 


1 + »')« — 


■jB. 


Zur Bosbinimung von a und b hat man die Gleichungen 
A — (£of a cos b , B — Sin a sin b 
zu quadrieren und erhalt durch Addition bzw. Subbrakbion 
. g| n *a— > — i(l - - A 9 — B*) -|- + X(1— A 9 -- B^f 1 

sin 9 &«=. 4*1(1 —.A 9 — jja) _j_ YB* + -J (1 — A 9 — B‘ x f J 
Fur die Spulenleitung Fig. 169 isb 

8 = (R -|- j U )L) , j m C . 

Naoh 278 wird 

3 = 


(280) 



Vl — ] (JR + j coL)j o.)0 

1 4 ... R 
J r jmL 

1 Bco'C ‘ 

Fiir verschwindend kleinen Widorstand wird 3“°°> worm 

2 


(O = (!).. 


Vlo 


ist; dies ist die (Haupt- odor) Eigenfroquonz dor Spulenleitung. 
Naoh (279) wird 

Sof V — * 1 + ^3 — A + jB « 1 — y ( 0 *L a - 1 j l B(oO . 

Es ist daher 

*LO 


A = 1 


co* 


2 


2 


(»-)* 


B : M(0 y « R \/ y (— ) . 

2 r L \(o Q J 
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Wie bei der Reihen- und Parallelschaltung von Drosselspule und 
Kondensator, S. 24 und 54, sind auch hier nur das Frequenz- 

verhaltnis co:co 0 und das Widerstandsverhaltnis q — R: ]/§ mafi - 

gebend. In Fig. 170 sind fur p = 0,01 die aus Gl. 280 ermifctelten 

Werte der Dampfungskonstanten a 
| t und des WinkelmaBes b fur Fre- 

| b" 180 0 quenzen von 0 bis zur doppelten 

3,1 ~jl j \ Eigenfrequenz aufgetragen. Die 

2 8 | | j T ~, n0 a Dampfung ist bis zur Eigenfrequenz 

auBerordentlich klein; bei dieser ist 


■1 und B 


im Bei- 


08 — 1 — { r L j w° spiel o ? oi 3 daber a ~ ©in a O'.. V JB 

o,v~y “j “ Z7j&: 20 ° = 0,1 , bei einer 5°/ 0 hoheren Fre- 

o o ,2 o,h o,6 w i w V* yW 2 quenz sehon mehr als 6mal so groB, 
p. und steigt dann bestandig weiter an. 

" Das WinkelmaB 6 steigt bis zur 

Eigenfrequenz auf fast 180°, um bei hoheren Frequenzen dicht bei 
diesem Wert zu bleiben. Fiir 


i = 0, 


b = 90°, 


a/% y l 


Schwingungen von hoherer als der Eigenfrequenz werden niehfc 
durchgelassen. Die Charakteristik ist fiir vernaehlassigbaren Wider- 
stand 


und bei sehr hohen Frequenzen 




hierbei wirkt nur der NebenschluB-Kondensator. Die Eigenschaft, 
nur Schwingungen von kleinerer als der Eigenfrequenz schwach ge- 
dampft hindurchzulassen, ist in der drahtlosen Telegraphie mit un- 
gedampften Wellen wertvoll, um die Oberschwingungen der Sender 
zu unterdriicken, durch die fremde Empfanger gestort werden. Die 
Spulenleitung wird zwischen Sender und Antenne geschaltet. 

Das Gegenstiick zur Spulenleitung ist die Kondensatorleitu ng. 
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Fig. 171. Bei kleinen Frequenzen bis zur Eigenfrequenz ist der in 
Reihe geschaltete Kondensator undurchlassig. Die Dampfung ist 
urn so groBer, je niedriger die Frequenz, wahrend sie von der 
Eigenfrequenz an auf warts ebenso geringe Werte annimmt, wie die 

Spulenleitung unterhalb der Eigenfrequenz. Auch 

das WinkelmaB b zeigt das in bezug auf die Eigen- 
frequenz reziproke Verhalten. Diese Leitung laBt Z L 5) 
somit nur die hohen Schwingungen schwacb ge- — £ ~ 
dampft hindurcb. 


Fig. 171. 


Durch Kombination von Spulen- und Kondensatorleitungen er- 
geben sich, wie Wagner 1 ) gezeigt hat, entweder durch Hinzufiigen 
von Reihenkondensatoren oder durch NebenschluB spulen in eine 
Spulenleitung Ketten, die zwei Eigenfrequenzen haben, deren 
Dampfungsfaktor unterhalb der ersten und oberhalb der zweiten 
Eigenfrequenz sehr groB ist und zwischen beiden sehr klein bleibt. 
Die Ketten haben somit einen scharf begrenzten Durchlassigkeits- 
bereich, dessen Breite man durch geeignete Bemessung einstellen 
kann. Sie werden zur Vielfachtelegraphie und Telephonie auf 
Leitungen verwendet. 

Der Unterschied gegen die einfache Parallel- und Reihen- 
schaltung von Drosselspule und Kondensator besteht darin, daB 
diese bei kleinen Verlusten nur fur eine scharf abgegrenzte Frequenz 
ganz undurchlassig oder ganz durchlassig sind. 


2 ) 1. c. 



Zwolftes Kapitel. 

Berechnung des Verlialtens von Stromkreisen 
auf Glrund der Konstanten des Leerlauf- und des 
KurzschluBversuehes. 

73. Die Konstanten. — 74. Experimented© Bestimmung der Konstanten. — 
75. Spann ungsanderung. — 76. Berechnung der maximalen abgegebenen 
Leistung. — 77. Anderung der Belastung. — 78. Wirkungsgrad. — 79. Das 
Arbeitsdiagramm. — 80. Beispiele. — 81. Vektorgleichnng nnd Ortskurve. 

73. Die Konstanten. 

In Kap. IX S. 138 wurde fur einen Transformator, in 
Kap. XI S. 200 fur eine Leitung gezeigt, daB ihre Wirkungsweise 
sich durch GroBen darstellen laBt, die einem Leerlauf- und einem 
KurzschluBversuch entnommen werden. Auch fiir eine Stromver- 
zweigung hatten wir die Berechnung durch Superposition eines Leer- 
lauf- und eines KurzschluBzustandes auf S. 69 gezeigt. Dieser Zu- 
sammenhang besteht wie J. L. la Cour 1 ) gezeigt hat, fiir viele 
Stromkreise und Maschinen. Das Verhalten laBt sich immer wieder 
durch dieselben Beziehungen darstellen, deren Konstanten durch 
die beiden Versuche ermittelt werden. So wird der Wirkungs- 
grad eines Induktionsmotors durch dieselbe Beziehung ausgedriickt, 
wie der einer Leitung, der Spannungsabfall der Leitung durch die- 
selbe Beziehung wie fiir einen Transformator. Die Voraus- 
setzung dabei 1st nur, daB die Konstanten des Systems, 
Widerstande, Induktivitaten usf., unveranderlich sind. Induktiv ge- 
koppelte Systeme werden dabei auf leitend verbundene rednziert 
(s. S. 167). Die bei einem Motor in mechanische Arbeit umge- 
wandelte elektrische Energie erscheint in den Gleichungen als in 
einem Ohmschen Widerstand verbrauchte Arbeit, ist der Wider- 
stand negatiy, so bedeutet dies erzeugte elektrische Arbeit, d. h. 
einen Stromerzeuger. 

In dem Ersatzstromkreis Pig. 172 (der schon wiederholt ver- 
x ) Leerlauf und KurzschluB, Braunschweig 1904. 
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WGndet wurde) seien BB die Klemmen, an die die Belastung an- 
geschlossen ist, wahrend an A A der Stromerzeuger liegt. Die primare 
Spannung sei die sekundare p 9 . 


a) Leerlauf. 

Die Klemmen BB sind unterbrochen; zwischen ihnen besteht 
die effektive Spannung P 2 . In dem Parallelkreis y a besteht der „Leer- 
laufstrom“ J, 0 = P a y a , der (s. Fig. 173) gegen P a um cp a verzogert ist. 
Durch Addition des Spannungsabfalls J 10 z x zu P a ergibt sich die 
primare „Leerlaufspannung u P 10 . Sie eilt gegen P 2 um y 0 nach. Wir 
setzen 

Pi 0 = O 0 P 2 . (281) 

Es ist 

‘ / ' l o==' P ‘!2/a= = 5-«/ a = - P io2/o> • • • • (282) 

°0 

worin 



(283) 


der Leitwert bei Leerlauf ist. J 10 eilt gegen P 10 um <p 0 = cp a — y 0 nach. 



b) KurzsohluB. 

Die sekundaren Klemmen sind widerstandslos verbunden, an 
ihnen besteht der Strom J 2 . Die Spannung J a z 2 eilt gegen J a 

X 

(s. Fig. 174) um # 2 = artg— ^ vor, In dem Parallelkreis y a fliefit 
der Strom J 0k =J^y a . 

Die Summe aus J. 2 und J 0lc ist der primare „Kurzschlufistrom“ 

x 

J lk . Die Spannung J lk z x , die gegen J llc um j; 1 = artg— 1 voreilt, 

gibt zu J 9 z 2 addiert die primare „KurzsohluBspannung“ P llc . </ 2 
eilt gegen J llc um y k vor und es sei das Verhaltnis der Strome 


u = O k J, ( 284 ) 

Fraenckol, WechselstrSme. 2. Aufl. 15 
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p i * eilt g 6 gen J lk um cp k vor, gegen J 2 urn (<p fc — yj. Es sei 

(285) 

worin z k der Scheinwiderstand bei KurzschluB ist, und nach (284-) 

(«*«) 

c) Superposition von Leerlauf und KurzschluB zum IB ©- 

lastungszu stand. 

Bei Belastung besteht an den sekundaren Klemmen die Span- 
nung P 2 und der Strom J 2 , ihre Phasen- 
verscbiebung ist P 2 bedingt primar 
eine Spannung P I0 und einen Strom 
J 2 die Spannung P 1 lc und den Strom J x k , 
die dureh 61. 281, 282, 284 und 285 
bestimmt sind. Da die Gleichungen linear 
sind, ergeben sich Spannung und Strom 
an den primaren Klemmen durch Ad- 
dition der entsprechenden GroBen bei 
Leerlauf und bei KurzschluB; es wil’d: 

= %o + % a = E 0 % + % 3 2 g fc (2 8 7) 

3i = 3* 0 + 3A = <£„ Do + S 2 <£,(2 8 8) 

Das Vektordiagramm Fig. 175 zeigt die 
Addition. P lk eilt gegen J lk um <p k 
vox, J lk ist gegen J 2 um y k verzogort, 
also gegen P 2 um <p 2 -j~ y k . und da jP 4J 
gegen P 10 um y Q voreilt, eilt P xk gegen P 10 vor um 

a = % — <p* + (yo — n), (289) 

ebenso eilt J lk gegen J 1Q vor um 

P = Vo — <p* + (y 0 — rj (290) 

Zwischen den Konstanten i) QJ ik , (£ 0> & k in Gl. 281/83 und 284/85 
besteht eine weitere Beziehung. Bei Leerlauf war 

$10=% + % ij.ii = % (1 + D.aO = % % 

<£o==l+9 a gi (291) 

und nach (283) 

D 0 = Do<£ 0 (283) 

Bei KurzschluB ist 

3i* = + 3 2 h D a = 3a ( x + Dais) = 3s % 

% = 1 + Kh (292) 

j; == Si jc 3i "f" Ss 82 == 3i/ t (|ii "I - = 3i fc i; e 

h = h+^ 



( 293 ) 
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Aus GL 283 und 293 wird mit Riicksicht auf 291 und 292 

Z Vi = ( Z _I_ ^ Si tyg I Sq tyg 

.. g 0 -i | s*- 1 . L_ 

e 0 e 0 

(l-W<So^ = l (294) 

Mittels dieser Gleichung kann zu je drei Konstanten die vierte 
bestimmt werden. 

74. Experimentelle Bestimmung der Konstanten. 

Nach Gl. 294 ist 


r\f cy ' 

\5k <\Sq 


so wird 


. . . (294a) 


Multipliziert man Zahler und Nenner mit — = Q 7 . 3 so wird 

h 

• • ■ - O’ 94 *) 

^- 1 — 5M 0 k 

'h 

Hierin ist J k der KurzschluBstrom, J Q der Leerlaufstrom bei der 
primaren Spannung P x si e sind i/? 
um cp k bzw. <p 0 gegen P x verzogert. 

Durch Strom-, Spannungs- und Lei- 

stungsmessung bei KurzschluB und j h 

bei Leerlauf konnen J ]c) cp k und J 0 , 

cp 0 gemessen werden. Tragt man 

J lc und J 0 unter cp k bzw. cp 0 gegen 

P x in das Vektordiagramm Fig. 176 

auf, so ist die geometrische Dif- 

ferenz von J k und */ 0 die dritte Fig. 176. 

Seite des Dreiecks OJ 0 J k . Daher 
wird nach Gl. 294 a der Betrag 

C C 0J]C = (294b) 

0 k «Vfc y J k 2 d 0 2 — 2 J 0 J k cos (<p 0 <p k ) 

oder angenahert 

a C c~ - . . . .(294c) 

0 k ~J 1 —J 0 cos ( ( Po — ( Pi) 

Der Winkel zwischen % und — $ 0 ist (y 0 + y*) = 3C oJ ic' J o 

. t , S d n sin(y 0 — y fc ) . (295) 

g (To + ?*> J k —J 0 cos (<p Q — <p k ) ' 

Mit den beiden Gleicbungen 294b (oder c) und 295 kann das 
Produkt C n C 1e und die Summe (y 0 + 7k) kerecbnet werden. 

0 15* 


Fig. 176. 


(294b) 


tgO'o + r*)’ 
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Die Einzelwerte konnen dureh die Leerlauf- und die Kurz- 
schluBmessung von der Sekundarseite gefcrennt werden. 

Piihrt man den sekundaren Klemmen die Spannung P 20 bei 
offenen primaren Klemmen zu, so ist der sekundare Leerlaufstrom 


worin nach Gl. 290 


und nach Gl. 283 


cv ^2 0 tyg 

' 5a0 i + tt 




^ r tyg _____ 

90 i + M. 

lo = e, 

&0 ’ • 


(296) 


Das Verhaltnis der Betrage und fy 0 ' gibt also das Verhaltnis von 
C k und G 0 und die DifEerenz der Phasenwinkel ist 

Vo — <Po=7* — ?o- 


Da nun das Produkt C k C 0 und (y k -f- y Q ) bekannt sind, konnen C k , 
C 0 , y k und y 0 getrennt werden. 

SchlieBt man die primaren Klemmen kurz und fiihrt den se- 
kundaren Klemmen Strom zu, so ergibt sick der sekundare Kurz- 
schluBwiderstand 


/ j fa. z | fa 

nach (291) war 

daher 

fa( _ 1 + *M-2 = 
h ^ + 9afa So 


(297) 


Hiermit kann wieder das Verhaltnis der Betrage und die 
Differenz der Phasenwinkel bestimmt werden. Zur vollstandigen 
Ermittlung von G, c C 0 y 0 y k geniigen drei Messungen, die vierte kann 
zur Kontrolle dienen. 

Symmetrischer Stromkreis. Bei einem symmetrischen 
Stromkreis ist 


Z 1 Z *3 ’ Xl 1*1 

= 7o= : 7k = 7- 


Bei der Leitung mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitat war dies 
erfiillt (s. S. 201 Gl. 246), sie ist ein Beispiel fiir einen symmetrischen 
Stromkreis. Aber auch Transformatoren, Induktionsmotoren konnen 
oft als symmetrische Stromkreise betrachtet werden. 


75. Spannungsanderung. 


75. Spannungsanderung. 


Fiir einen symmetrischen Stromkreis wird GL 287 

-f- = ? 2 + 8 3 3*. 


die in dem Diagramm Pig. 177 dargestellt ist. 
Bei Leerlauf ist die primare Spannnng 


bei Belastung ist sie P 19 die prozentuale Spannungsanderung 
Leerlauf bis Belastung ist daher 



°B — °A 
OB 


100 . 


Hierdurch ist die Spannungsanderung fiir den allge- 
meinen Fall auf die einer Leitung mit Widerstand 
und Selbstinduktion zuriickgefuhrt und kann wio dort 
berechnet werden (s. Kap. IV, S. 44). 

Bei spiel. Bei einem Einphasentransformator 
fiir 200 kVA und 10000 Volt primar bei 50 Pe- 
rioden wurde gemessen 

J lfc = 20 Amp., P lk — 366 Volt, N k = 4200 Watt. 



o 


Pig. 177. 


Es ist daher bei normalem Strom die Wirkspannung 
bei KurzschluB 


J lk z h cos cp k 


Ny 4200 

-- = 210 Volt, 


'lie 


20 


d. h. 2,1 °/ 0 der Klemmenspannung, und die Blindspannung. 

J 1 k \ sin <P k = \ // - Py\ — (pt-J = Y 366 a — 210 a = 300 Volt 
oder 3°/ 0 der Klemmenspannung. 
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In Fig. 178 ist das Diagramm nach Kap. IV Fig. 32 aufge- 
tra gen. Fur <308^ = 0,9 erhalt man aus der Figur a = 3, 2 °/ 0 , 
^= 1 ! 8 °/o . “ . 

ft* , 1 , 8 9 


« = « — )— 


200 


3 ' 2 +i^ =3 ' 216 ' , “' 


Fig. 179 zeigt die Spannungsanderung fiir nacheilenden Strom 
von cos (p 2 = 0 bis 1. 

76. Bereclmung der maximalen abgegebenen Leistung. 

Die abgegebene Leistung ist 

N 2 =^2^2 COS 9 9g. 

Bei konstanter primarer Spannung und fiir eine bestimmte Phasen- 
verschiebung <p 2 nimmt mit steigendem Belastungsstrom J \ die 
Spannung P 2 ab. Die Leistung iV 2 hat daher ein Maximum. 

In der Gl. 287 

¥ l = «P s <Eo + 3,<E* 8t , 

die durch das Spannungsdreieck OAB Fig. 180 dargestellt wird, bilden 
die beiden Spannungsvektoren P 10 = P 2 G 0 
und P lk = J%C k z ]c , wie auf S. 226 gezeigt 
wurde, den bei konstantem Wert von 
konstanten Winkel 

« = 9 5 fc — % + (/ o — 7k)- 
Das Produkt der beiden veranderlichen Span- 
nungsvektoren ist der abgegebenen Leistung 
JV 2 proportional und da ihre Summe konstant 
gleich P ± ist, wird das Produkt am groBten, 
wenn sie gleich sind: die abgegebene Leistung 
ist also am groBten, wenn die Leerlauf- 
spannung gleich der KurzschluBspannung ist. 
In diesem Falle, den Dreieck OBC in 



Fig. 180. 

Fig. 180 darstellt, ist 


daher 


Setzt man 


m @ 7c Z k ' 


*^2 max P 9 C0S 9^2 : 


2 cos - 


- P * QQS Vs 
4cos 3 |c' 0 C' fc z J; 


( 298 ) 


2 cos 9 - == 1 + cos a = 1 + cos {cp k - cp 9 -f> 0 — 


77. Anderung der Belastung. 
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und nach Gl. 294 c 


so wird 


C c 

0 * J lc— J 0™*{<Po — <Pu) 


N„ J 0 C0S (y 0 gfe) co; . „ /oqq\ 

2 l + cos( 9fc ~<p 2 + ro - rfc ) C0S ^ ' (2 ") 

^Die maximal© Leistung hangt von <p 2 ab. Das absolute Maximum 
erhalt man durch 


dN ( 


2 max ..... a 

d<P* 


wenn 


oder 


■ sin cp 2 [1 -j- cos cc] = cos cp 2 sin a, 


— (<P t H-7o— n) 
a = 2 K+r 0 — n) = — ay,. 

Da <p 2 negativ wird ; ergibt sich das absolute Maximum der 
Leistung bei Voreilung von J 2 gogen P 0 . 


77. Anderung der Belastung. 


Andert sich die Belastung durch Hinzuschalten eines Zweiges, 
so an der n sich bei konstanter Primarspannung die sekundare 
Spannung, der Gesamt strom und die Leistung. Die Anderung dieser 
GroBen wird durch die Netzkonstanten wie folgt ermittelt. Divi- 
diert man Gl. 287 durch (£ 0 und setzt ^ 2 = $ 2 g 2 ein 3 so wird 


|j- = 3,(k+kfjj) (287 a) 

Hierin ist nach Gl. 297 g /fi j|k = g Jc ' der sekundare Scheinwiderstand 

bei KurzschluB der primaren Klemmen. 

In Gl. 287 a steht links die Leerlauf spannung an den Klemmen 
der Belastung ^ 20 , die vor der Belastungs anderung bestand, daher ist 



9*o , 
§2 fa 


(300) 


Der Belastungsstrom J 2 ergibt sich dadurch, daB man die Leer- 
laufspannung auf die Beihenschaltung von § 2 und dem sekundaren 
Scheinwiderstand bei KurzschluB wirkend denkt. Diesen hier all- 
gemein abgeleiteten Satz hatten wir schon in Kap. V S. 70 fur die 
Briickenschaltung bewiesen. 

Die Spannung andert sich im Verhaltnis 


^2 = 

9*0 fa -{-fa 


( 301 ) 
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Setzt man aus Gl. 287 — — S 2 * n Gl. 288 ©in, so 

wird 

Sl = ?l^)o+32 (* — h%)> 

wofiir mit Bucksicht anf (294) gesetzt werden kann 

Sx-^iJo + lj ( 302 ) 

^i^o”3io ^ der pri^&re Strom vor der Belastungsanderung, 
1 % 

— = — ist das Verhaltnis der sekundaren Leerlanfspannung znr 
^0 HPi 

primaren. Mit diesem Verhaltnis ist der Belastungsstrom zu 
multiplizieren, um die Anderung des primaren Stromes zu erhalten. 

Die Leistung berechnet sich als reeller Teil des Prodnktes aus 
dem Vektor der Spannung ^ und dem konjugiert komplexen 
Vektor des Stromes (s. S. 34 Gl. 48). 


ist die Leistung vor der Belastungsanderung. 

Die Leistungsanderung ist, wenn (£ 0 * die zu (£ 0 konjugierte 
Zahl ist, 




■N 0 = 




a!' 

VJ 


Nun ist ^ = *g 2 Q (£ 0 daher auch 
^-iV 0 = 

Es ist 


^2 0 3 2 ^ 



. (303) 


<So = <V >0 > V = C 'o e “ J>0 = = ***. 

Ist y 0 = 0 , d. h. C 0 reell, .so wird der Faktor 1 , dann ist der 
reelle Teil des Vektorproduktes [^joS/Jr die P r i m *ire Leistungs- 
anderung. Sonst ist 

io= cos 2 y 0 +isin 2 jv 

^OJc 

Man erhalt dann die Leistungsanderung als Summe des mit cos 2 y 0 
multiplizierten reellen Teiles des Vektorproduktes [^5., un d des 
mit sin 2 y 0 multiplizierten imaginaren Teiles. 

N i — N o = [? 3 oS 2 i ] r cos 2 y 0 ~ [^ 20 3 ./]> sin 2 y 0 . 


78. Wirkungsgrad. 


Der Wirkungsgrad rj einer Anlage ist das Verhaltnis der Ab- 
gabe an den sekundaren Klemmen zur Aufnahme an den primaren 
Klemmen 

^3 P, cos <p 2 

^ N x P x J x cos cp x * 


78. Wirkungsgrad. 
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Um die Leistungen aus den Konstanten der Leerlauf- und der Kurz- 
schluBmessung zu berechnen, beziehen wir alle GroBen auf den Be- 
lastungsstrom J 2 , dem wir die Phase 0 geben, und auf die .Be- 
lastungsimpedanz z„. Es wird dann: 

'$2 = J % e J ' v* , N., =J^z^ cos rp„ . 

In Gl. 287 und 288 wird dann: 

%i = G o + i 

Si = C k Ji eiy k -\-GqJs z i y 0 eH'/‘t + '>’° + rJ /• ' ' 

Der reelle Teil des Produktes aus ^ und dem zu konjugierten 
V ektor ergibt : 

■^i = jr 2 2 [ z 2 G o c k ( cos (9* + 7o — yj + z k Vo cos fas + 9^0 — Vk-rYu— Yk'i} 

+ V <V Vo cos <Po + G k z k cos 9k] = -K" N , 

__ N 2 __ COS JDg z 2 cos T 5 - 

V ~N 1 ~" Jjlf ““IT"' 8 ' 

Der Wirkungsgrad ist von z„ und <p„ abhangig. Um das Maxi- 
mum zu erhalten, bilde man: 

p-~0 und ii_0. 

»«2 d 9t 


Die erste Bedingung fur veranderliches z„ und konstanten Phasen- 
winkel ergibt: 


- ^ G k\/ Z k OOS <Pk G k ~l / r k 
2 a o y Vo cos<p 0 Cq K fif 0 ’ 


. . . (305) 


worm = z lt cos cp lt . und g 0 — y 0 cos <p 0 gesetzt ist. 

Diese Bedingung konnen wir wie folgt deuten. Es ist: 

z ,= P r % , P 9 U 0 = P 10 , J,C k =J lk , 
durch Einsetzen in Gl. 805 und Quadrieren wird: 

JPio ffo — Jik r k ( 306 ) 

Links stehen die Leerlaufverluste, wenn an den sekundaren 
offenen Klemmen die Spannung P 2 besteht, rechts die KurzschluB- 
verluste, wenn iiber die sekundaren kurzgeschlossenen Klemmen der 
Strom «/ 2 fiieBt. Die Gleichheit dieser Verluste bestimmt das Ver- 
haltnis von P 2 zu J ^ , bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum ist. 

Die zweite Differentiation fur konstantes z 2 und veranderlichen 
Phasenwinkel cp 2 ergibt nach Einsetzung des Wertes fiir z 2 aus 
Gl. 805 wobei die kleine Winkeldifferenz (y 0 — y h ) vernachlassigt wurde 

z 3 sin <p a = Y(^C~ &o sin z i* G o ~ z k sin <P k G k) ■ ( 307 ) 
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Setzt man hierin wieder 


*■>=% p,o 0 =p 10 , po,=j lk . ; 

z k J ik=Pik und p wyo= J io- 

so wird 

P 10 J 1]t sin 95 , = | (P 10 J l0 sin q> 0 — P , k J 1 t sin 93 J . (307a) 
Diese Gleichung sagt: Die Blindleistung, die sich aus Leerlauf ~ 
spannung und KurzschluBstrom fur die betreffende PhasenW 1 '" 
scliiebung cp 2 ergibt, ist die halbe Differenz der Biindleistungen 1>°* 
Leerlauf und bei KurzschluB. Hierbei ist 99 ^ im allgem einen positiv, 
d. h. P llt eilt meist gegen J lk vor. Der Phasenwinkel (p 0 von y 0 int 
bei Leitungen mit Ladestromen positiv, J 1Q eilt gegen P 10 vor, hoi 
Maschinen und Transformatoren meist negativ. 

Ist (p n positiv und der Klammerausdruek ebenfalls positiv, ho 
ist cp 2 positiv, P % soli gegen J 2 voreilen, die Belastung soil induktiv 
sein, dies ist bei Kabeln der Pall. Ist hingegen cp Q auch negativ, 
so wird <p 2 negativ, fiir den besten Wirkungsgrad nriiBte die Bo- 
lastung kapazitiv sein. 

Setzen wir in Gl. 307 : 

?/ 0 sin9?0==&0> Z k sil1 ( Pk === X l; > 


und die Werte aus Gl. 305 ein, so wird 


sin (p 2 == 


b ° r *'Zf± Xk 

2 Vg 0 r k 


(308) 


Mit den Ausdriicken (305) und (307) wird nun der groBte Wirkuugn- 
grad : 

~ ~ " j j : . (BOB} 

°o °k l 1 + h 9 0 + \ + 2 cos 9^2 V r lt g 0 ) 

Piir einen symmetrischen Stromkreis ist (£ 0 = (£ /c ; dann 
wird allgemein das Verhaltnis der primaren Spannung zum prim a run 
Strom nach Gl. 304 


+ Z k 

Si 1 + ^o e7> ° z 2 e3>s * 


Multipliziert man Zahler und Nenner mit z 2 e—m und setzt die 
Werte fur z 2 und <p 2 fiir den maximalen Wirkungsgrad nach Gl. 805 
und 307 ein, so ergibt sich leicht: 

^ = z 0 e-m. 

Si 

In einem symmetrischen Stromkreis stehen also Strom und Spannung 
bei dem grofiten Wirkungsgrade primar und sekundiir im gleiohon 
Verhaltnis, nur hat die primare Phasenverschiebung entgegengesotefcoH 
Vorzeichen als die sekundare. 



79. Das Arbeitsdiagramm. 
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B e i s p i e 1. Eine Dreiphasen-H ochspannungsleitung fur 1 1 0 000 Volt 
120 qmm flir 50 Per./sek mlt den Konstanten fur eine Phase 
i2 — 0,15 Ohm/km, L = 1,3 mH/km, C = 0,009 juFjkm, 

A — 0,3 • 10~ G Siemens/km. 

In nachsteherxder Tabelle sind f iir eine sekundare Linienspannung 
von 110000 Volt und f iir Langen l von 100 bis 500 km die Schein- 
widerstande , die Phasenstrome J i2 , der Leistungsfaktor cos (p n , die 
Leistung j V 2 fiir den groBten moglichen Wirkungsgrad berechnet. 


1 

100 

200 

300 

400 

500 

km 

*2 

700 

694 

673 

647 

626 

Ohm 

^2 

91 

91,6 

94,5 

98,4 

101,6 

Amp. 

COS cp 2 • • . ' . 

0,998 

0,991 

0,98 

0,968 

0,951 


N, 

17 250 

17280 

17 640 

18100 

18360 

kW 



95,8 

91,9 

88,0 

84,9 

82,7 

°/ 0 



18,0 

36,0 

58,3 

70,2 

85,6 

Amp. 


Hieraus ist ersichtlich, daB der beste Wirkungsgrad bei einer 
sehr niederen Strombelastung eintritt (<1 Amp. /mm 2 ). Die mit 
hochstem Wirkungsgrad iibertragbare Leistung ist fast unabhangig 
von der Leitungslange. Freilich ist zu berucksichtigen, daB das 
Maximum flach verlauft. Der beste Wirkungsgrad selbst nimmt mit 
steigender Lange ziemlich schnell ab. Die Erklarung dafiir gibt 
der in der letzten Zeile stehende Leerlaufstrom J 1Q) der bei 500 km 
Leitungslange schon fast ebenso groB ist wie der Bel&stungsstrom. 
Bei Verwendung einer Doppelleitung wiirden der Belastungsstrom und 
auch der Ladestrom nahezu verdoppelt, der Wirkungsgrad wiirde nur 
unwesentlich veranderfc. 

79. Das Arbeitsdiagramm. 

Das Arbeitsdiagramm stellt bei konstanter primarer Spannung P x 
die primaren und sekundaren Strome, die sekundare Spannung, die 
Leistungsaufnahme und -abgabe dar, wenn die Belastung sich bei 
konstanter Phasenverschiebung cp 2 andert. 

Auf S. 232, Gl. 302 war gezeigt, daB 

& = + ( 302 ) 

ist; dor primare Strom J 1 setzt sich zusammen aus dem Leerlauf- 
strom J 0 = P l y 0 und dem dem sekundaren Strom proportionalen ^ . 
Tragt man in Fig. 181 J 0 = OP 0 um <p a gegen P x verzogert auf, 
und ist P„P ein beliebiger Wert von A so ist OP der Pnmar- 
strom J 1 . 
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Nun wird aus Gl. 287 S. 226 durch beiderseitige Division 
mit £ 0 <Z kh : 

— = (287b) 

®o ®ie fa MPX ^ ' 

Nach S. 226 bilden © 0 = $ 10 und ik~^ik den kon- 

stanton Winkel 

a =<p fc — <P*+7o—yic> 
daher bilden die ihnen proport ion alen Strome 
I ^2 J $2 


Fig. 181. 

OP k = OP 0 + ^0 ^ ~f" 


in Gl. 287 b ebenfalls diesen 
Winkel. 

Tragt man in Fig. 181 an 
P 0 P = unter Winkel a die 
Strecke 

P, 

PP fc = -^ 

an, so ist die Summe nach 
Gl. (287 b) konstant 

P P =. 

° fc 0 O <W 

Die Strecken 0P O und 
P 0 P fe , und daher ihre Summe, 
sind konstante Strome, es ist 


und da nach Gl. 294: 




5k *Jo + ; 


% h + : 


der Kurzschlufistrom bei der Spannung P 1? er ist gegen P 1 urn <p k 
verzogert. 

Die Vektoren von den drei festen Punkten 0 , P 0 und P ?c nach 

dem Punkt P stellen also 0P = J 1 , P () P — ^ und PP =-^3- 

dar. Da P 0 P und PP fe die konstante Summe P 0 P fc haben und den 
konstanten Winkel a bilden, bewegt sich der Punkt P bei ver- 
anderlicher Belastung auf dem Kreis iiber P 0 P k als Sehne, mit dem 
Zentri winkel P 0 MP lc — 2u . Jedem Punkt P des Kreises entspricht 
ein anderer Belastungszustand. 
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Konstruktion des Kreises. 


Hat man durch Leerlauf- und KurzschluBmessung <p 0 , J ki cp k 
ermittelt, so tragt man J h — OP k unter cp h und J Q — OP 0 unter cp 0 
gegen P { auf. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt zunachst auf 
der Mittelsenkrechten DM auf P 0 P ]c . Als zweiten Ort kann man den 
Radius P 0 M wahlen, der mit der Sehne P Q P k den Winkel 90° — a 
bildet. Nach S. 227 ist 


■K° p ic p o = J'o + JV 

P 0 P fe bildet daher mit der Richtung von P x , d. h. der Vertikalen 
in Fig. 181, den Winkel <p k — (y 0 ~h 7*) °<l er nrit der Horizontalen 

p k P o S = 9( 0 ° — n + 7o + v* - 

Daher bildet der R idius P n M mit der Horizontalen den Winkel 
MP 0 S = P k P 0 M -~P lc P 0 S 

= 90° — cc — [90 0 — cp k -f y 0 -f y k ] = cp k — (y 0 -f- y k ) — « . 

Da 


a ==^ — % + / 0 — y k 

ist, wird 

92-3y 0 (310) 

Fiir einen symmetrischen Stromkreis ist y 0 = y k , daher 
2 y Q = y Q y }e = OP k P Q , 

P = ^ — 0 0 + n) = <p-s — oP k P 0 ■ 

Bei induktionsfreier Belastung, ^ = 0, wird 

P = —2y 0 , 

P 0 M liegt dann oberhalb P 0 8 und fiir den symmetrischen Strom- 
kreis wird 


p=-op k p 0 . 


Darstellung der Leistungen im Diagramm. 


Zugefiihrte Leistung. Der Vektor 0P—J x bildet mit der 
Richtung der Klemmenspannung P x den primaren Phasenverschie- 
bungswinkel* cp x . Die Ordinate P N = J x cos <p x (Fig. 182) ist daher 
bei konstanter Spannung P x proportional der zugefiihrten Leistung 
N x = P X J X cos <p x . Der Abstand eines Kreispunktes von der Ab- 
szissenachse ist also ein MaB fiir die primar zugefiihrte Leistung. 
Fiir alie Kieispunkte, die unterhalb der Abszissenachse liegen, ist 
■sie negativ, sie ist eine abgegebene Leistung, entsprechend einem 
generatorischen Betriebszustand. 

Sekundar abgegebene Leistung. In dem DreieckP 0 PP /c war 
P oP = J n und PP * = ^T’ 

°0 °k Z lc 

daher ist der Inhalt des Dreiecks 


1 

2 


P 0 P • PP k sma — 


1 r ^ sin a 

* 2 2 ^^i: 
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proportional der Leistung A r 2 = P 2 e / 0 cos 9 ^ an den sekundaren 

1 \ P 

Klemmen. Da die Grundlinie des Dreiecks P 0 P k = — ist, ist 

L h Z lc 

die Hohe 


PH 


J„P * sin a 

' p 1 


N 2 sin a 

P ± COS cpz ' 


Ein Lot PL von P auf den Radius P 0 M bildet mit P 0 P k 
Wink el P 0 BL = PBH = cc. Daher ist 


PB ■ 


PH_ 
sin a 


_Zi_. 

P x cos ‘ 


den 


Der Abstand eines Kreispunktes von der Geraden P 0 P fc ist pro- 
portional der sekundaren Leistung. 



Wirkungsgrad. Da der Radius P 0 M .mit der Abszissenachse- 
den Winkel (cp n — 2 y Q ) bildet, ist auch der Winkel zwischen PL, 
und PN: jCLPN = fa — 2 /o ).. 

Es war 


daher 


N 

PN = ~ und 


N 

PB = — — 

P t cos cp^ 


PN 

PQ = 

cos(9? a — 2y 0 ) 

PB W 2 cos (cp 2 

PQ~N\ 


N, 


Pi cos (<p 2 — 

2 yo) __, )? cos (y 3 


-2y 0 ) 


cos cp„ 


cos 93 a 


SO, Beispiele. 
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Das Verhaltnis der sekundaren Leistung zur primaren 
Leistung N x ist der Wirkungsgrad rj. Er wird, abgesehen von dem 

Faktor — , durch das Verhaltnis P B :PQ dargestellt. 

cos (p 2 

Da y {) ein kleiner Winkel ist, ist der Faktor sehr nahe gleich 1. 

Bequemer lafit sich der Wirkungsgrad noch in folgonder Weise 
ablesen. Man verlangert P 0 P lt uber P 0 und zieht durch ihren 
Schnitt S mit der Abszissenachse eine Parallel© VV zu j PL, also 
senkrecht zum Radius P 0 M. Eine Parallele WV zur Abszissenachse 
bringt man mit der Verlangerung des Strahles PS zum Schnitt in A, 
dann ist 

AAVS^ASQP, AWVS^ ASQB, 

daher 

AV : VS — SQ : PQ , 

WV: VS = SQ:BQ, 

durch Division wird 

AV BQ 
WV s PQ 

und 

WA^WV-AV ^PQ — BQ^PB iV (J cos (<p% — 2 y 0 ) 

WV~ WV ' ~ PQ ~ PQ>~ N t cos (p^ 

Der Strahl PA schneidot von dor konstanton Strocko WV ein 
Stuck WA ab, das, abgesehen von dem Korroktionsfaktor, die so- 
kundare Leistung in domselben MaBstab darstollt, in dem WV die 
primare Leistung darstollt. AV ist in dem gleichon MaBstab der 
Verlust, als Differenz der primaren und sekundaren Leistungen. Der 
Abstand eines Punktes A und daher auch eines Kroispunktes P von 
der Goraden VV, die senkrecht auf dem Radius steht, ist somit 
dem Vorlust proportional. 


80 . Beispiele. 

1. Das Arbeitsdiagramm des Mehrphasen-Induktlonsniotors. 

In Kap. X S. 176 wurde gezeigt, daB das Vorhalten des In- 
duktionsmotors bezuglich Stromaufnahme und Leistung gleich ist 
dem eines induktionsfrei belasteton Transformators. 

Von der auf die sekundare Wicklung, den Laufer, Iibertragenon 
Leistung, die mit N a bezeichnet wurde, ist ©in Toil, entsprechend 
der „SchIupfung“ $ des Laufers gegen das Drehfold der Strom- 
war me verlust in der Wicklung. Dieser ist bezogen auf eino Stator- 
phase 
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und die pro Phase auf den Laufer ubertragene Leistung 



Die Differenz ist die mechanische Leistung 

(i - 1 )’ 

so daB der Transformator, durch den der Induktionsmotor ersetzt 
wird, an den sekundaren Klemmen die Spannung 



nnd den Belastungswiderstand ^ — 1^ besitzt (s. das Ersatz- 
schema Pig. 140 S. 176. 

Das Arbeitsdiagramm ist durch den Leer lauf strom, den Kurz- 
schluBstrom und den Phasenverschiebungswinkel cp 2 der Belastung be- 
stimmt. Da die mechanische Belastung des Motors einer induktions- 
freien elektrischen Belastung aquivalent ist, ist cp^ — 0. 

Den KurzschluBzustand erhalt man, wenn der Belastungs- 
widerstand 



ist, d. h. wenn s = l ist, also bei stillstehendem Laufer. 



Fig. 183. 


Bei Leerlauf ist der Belastungswiderstand unendlich groB, ihm 
entspricht = d. h. der „synchron“ mit dem Drehleld rotierende 
Laufer. Da hierbei kein Strom im Laufer entsteht, ist das Dreh- 
moment Null. Die synchrone Geschwindigkeib ist die, der ein voll- 
standig entlasteter Motor zustrebt. Wird er belastet, so schliipft or 


80. Beispiele. 


241 


urn einen bestimmten Betrag, bei dem ein solcher Strom entsteht, 
daB das Drehmoment, das ©r mit dem Drehfeld bildet, dem Belastungs- 
moment das Gleichgewicht halt. . r 

Tragt man den Leerlauf strom J 0 nnd den KurzschluB strom J 7c , 
die dnrch Messung ermittelt seien, in das Diagramm Mg. 183 ein, 
so liegt der Mittelpunkt M des Kreises zunachst auf der Mittel- 
senkrechten auf P 0 P 7 .. Als zweiten Ort konnte man den Winkel /? 
wie in Fig. 181 antragen. Eine andere Konstruktion ist folgende. 
Wie an Fig. 181 gezeigt wurde, ist dor Zentriwinkel 

P 0 MP 1c = 2cc, 

worm allgemein 

K =<Pic— Vt + rt— n 

ist. Der Induktionsmotor ist meist ein symmetrischer Stromkreis, 
d. h. es ist y k — y 0 , und da — 0 ist, wird 


« = 9V 

Man tragt also an P () P 7fi den 

< p k Po M = 90' 0 - a = 90' 0 - <p k 
an. 

Das Arbeitsgebiet des Motors von „synchroner“ Geschwindig- 
koit bis zum Stillstand ist der obere Bogen P 0 PP k des Kreises. 
Man entnimmt doin Diagramm die primaren Strom© J t — OP und 
deren Phasonverschiebungswinkel cp i , die primar zugef iihrt© Leistung 
ist der Abstand der Punkto P von der Abszissenachse, die sekun- 
dare (die mechanische) Leistung ist der Abstand der Kreispunkte 
von der Leistungslinie P 0 P /e , und das Verlialtnis von abgegebener 
zu zugef iihrtcr Leistung, den Wirkungsgrad rj , zeigt die nach den 
auf S. 239 fur Fig. 182 gegebenen Regeln eingetragene Wirkungs- 
gradlinie W—V. 

Bei dem Motor interessiert nooh die Darstellung des Dreh- 
momentos und der Geschwindigkeit, die wir wie folgt im Diagramm 
ermitteln. 

Das Drehmoment ist proportional der auf den Laufer iiber- 
tragenen Leistung 


Da 


p 0 p. 


G, 


"■ und hior PP,. 


P„ 

G'a 


' C kh 


ist, wird fur C Q — C h 

Po P > 

Fraonckol, WochselatrQmo. 2. Aufl. 


( 311 ) 


10 


242 


Berechnung des Verhaltens von Sfcromkreisen usw. 


Nehmen wir an, der Laufer werde mit unendlich groBer Ge- 
schwindigkeit angetrieben (s = oo), so muB auch diesem ideellen 
Zustand ein Kreispunkt entsprecken. Hierbei sind N a und das Dreh- 
moment Null, weil bei unendlich groBer Lauferfrequenz J 2 genau 
um 90° gegen die EMK verzogert ist. Fur 5 = 00 ist die Leistung 
N m gleieh — das negative Vorzeichen bedeutet, daB der 
Stromwarmeverlust dem Laufer mechaniseh zugefiihrt wird. 

Sei P^ der Kreispunkt, der diesem Zustand entspricht, so ist 
fur ihn naeh GJ. 311 

P 0 P « P 0 P ot> Z k 

und durch Division beider Gleichungen folgt 

pp * PqP« = A a 

P 0 F P k P„ \s J 




P ^ kann nicht experimentell aufgenommen werden. Gl. 312 
gibt aber einen Anhalt fiir seine Konstruktion. Die Ordinate des 
KurzschluBpunktes P k ist 

P k Q = OP k co&<p k =OP k -^, 


ein MaB fiir den KurzsehluBwiderstand P /c , wenn OP k die Kurz- 
schluBimpedanz z k darstellt. Diese GroBen werden bei KurzschluB 
gemessen. Ebenso kann der Lauferwiderstand P 3 gemessen oder 
berechnet werden. Tragt man ihn gleieh P lt R auf P k Q ab, so ist 

• 

01> k h ' 


Dieses Verhaltnis soil nach Gl. 312 zwischen P,P und P n P 

tC CO 0 00 

bestehen, und da P 0 P ai P lc —a, 0P k Q = (p k , und, wie gezeigt, hier 
a = cp k ist, macht man 

AP 0 P k P„~AOP k R, 

in dem man 


antragt und findet P^ . 

Aus GL 313 fin dot man nun das Drehmoment und die Schliipfung 
wie folgt. Fallt man von P ein Lot auf den Radius P 0 M 5 so bildet 
dieses mit der Geraden P 0 P fe den Winkel P 0 NL — a. 

Nun ist 

AP 0 NL~AP 0 P„P k und AP 0 NP ~ AP 0 PP k , 


PpP* __PqX 

P*r. NL ~ 


und 


PP k PN 
P 0 P~P~N ’ 


daher 
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und hiermit wird nach 61. 813 


PN 

NL 



Nun ist der Abstand PN des Kreispunktes P von der Geraden 


P 0 P k ein MaB fur die abgegebene Leistung f- — l) , daher 


ist NL im gleiclien MaBstab der Stromwarmeverlust und PL 

JEt 

a]» Summe von beiden J 2 2 die auf den Laufer uber tragene 

Leistung und das Dr eh moment. Der Abstand eines Kreispunktes 
von der Geraden P 0 P oo ist ein Ma£ fur das Drehmoment, die 
Gerade P 0 P CC heiBt die Dreh moment linie. Ihre Schnittpunkte mit 
dem Kreis bestimmen die Zustande, bei denen das Drehmoment 
Null ist, namlich bei Leerlauf (Synchronisms s) und bei unendlicher 
Geschwindigkeit. 

Es verhalt sich 


NL:PN:PL = a:(l—s):l. 

Bequemer ist folgende Darstellung: Zieht man eine Parallele 
TU zu P 0 P w zwischen der Kreistangente P 0 T und der Geraden 
P 0 P 7c , und ist B der Schnitt des Vektors P 0 P mit dieser Geraden 
T Z7, so folgt aus den ahnlichen Dreiecken 

P 0 PP~PPP 0 und P 0 TU~P q LN 
TB :TU — NL : PL — s: 1 . 


Der Abschnitt TB ist also proportional der SchJ.iipfung a und 
der Abschnitt BU der Geschwindigkeit (1 — s). 

Das groBte Drehmoment ergibt sich in D auf dem Lot MD 
auf der Drehmomentlinie. Punkt D teilt das Arbeitsgebiet des 
Motors in zwei Teile. Von P 0 bis D entspricht einer vergroBerten 
Schlupfung eine Zunahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb 
stabil, von D bis P lc entspricht einer Zunahme der Schiipfung eine 
Abnahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb unstabil. D ist 
die Stabilitatsgrenze. 

Ebenso wie man die mechanische Belastung des Motors durch 
eine gedachte elektrische ersetzt, kann man sie auch durch eine 
wirkliche elektrische ersetzen, ohne daB sich an der Stromaufnahme 
und dem Drehmoment etwas andert. Hierzu schaltet man einen 


Vorschaltwiderstand in den Rotor. 


Ist er ( — - 


so hat der 


Motor bei Stillstand dasselbe Drehmoment und denselben Strom, wie 
beim Lauf bei der Schlupfung s , ohne Vorschaltwiderstand. Durch 
Abstufung der Widerstande kann man dem Motor alle Anlauf dreh- 
moment e geben, die er beim Lauf vom Stillstand bis Synchronismus 
entwickelt. 


16 * 


244 


Berechnung des Verhaltens von Stromkreisen usw. 


In Fig. 184 sind die aus den 
Stromes J } des Leisbungsfaktors < 
der Schliipfung als Funktion der 



Elektrotechnik 1899) angegeben. 


. Diagramm ermittelten Werte des 
os cp, des Wirkungsgrades rj und 
Belastung N 2 bis zur maximalen 
Leistung aufgetragen. Der Strom 
ist in Prozenten des KurzscbluB- 
stromes dargestellt. 

Analog konnte man die 
Kurven fur das unstabile Gebiet 
und ferner fur die Arbeitsweise 
als Generator auftragen, der der 
Kreisbogen unterhalb der Ab- 
szissenachse entsprioht. 

Das Kreis diagramm des 
Induktionsmotors wurde zuerst 
von Heyland (ETZ 1894) in 
vereinfachter Form, das hier 
abgeleitete exakte Diagramm 
von Ossanna (Zeitschrift fiir 


2. Der Resonanztransformator 1 ). 

Ein Resonanztransformator ist ein Transformator, an dessen 
sekundare Wicklung Kondensatoren angeschlossen sind. Er wird in 
der Funkentelegraphie zur Transformierung von Wecbselstromen in 
solcbe von bober Spannung verwendet. 

Die Kondensatoren sind an einen Scbwingungskreis angescblossen, 
der eine Funkenstrecke entbalb; sobald die Kondensatorspannung 
die Funkenstrecke iiberscblagt, entladet sicb der Kondensator in den 
Sobwingungskreis mit einer Frequenz, die von den Konstanten des 
Kreises abbangt. Beim tlberscblagen der Funkenstrecke ist der 
Kondensator fast kurzgescblossen , und die sekundaro Klemmen- 
spannung des Transformators gebt auf einen kleinen Wert zuriick. 
Sobald der Funke erliscbt, steigt sie wieder auf den friiheren Wert, 
die Resonanzspannung. Diese kann durcb passende Wabl der Ver- 
baltnisse ein Vielfacbes der Leerlauf spannung des Transformators 
sein, und es wird durcb die besondere Art der Erzeugung dieser 
boben Spannung bezweckb, daB beim tlberschlag des F unkens die 
Licbtbogenbildung an der Funkenstrecke vermieden wird. 

An Hand des Diagramms seien die Strom- und Spannungs- 
verbaltnisse des Transformators erortert, wenn die sekundar an- 
gescblossene Kapazitat alle moglioben Werte von 0 bis oo annimmt. 


*) s. Seibt, ETZ 1904, S. 276; Benischke, ETZ 1907, S. 25 ; B6thenod, 
Jahrb. f. drahtl. Telegraphie u. Telephonie 1907, S. 534. 
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Leerlaufstrom und KurzschluBstrom sind gegeben, O sei die 
variable Kapazitat, dann ist an den sekundaren Klemmen 

P 3 = — und (po = — 90°. 
co G ' - 

Fiir Kapazitat wird im Diagramm 

-£> = <p fc — + — = + ^ + — 

Da wir den Transformator als symmetrischen Stromkreis be- 
trachten konnen, ist y k — y 0 , 


« = % + J 


und <XP ft P„lf=: 


— 9V s. Fig. 185. Das negative Vor- 


zeichen sagt, claB dieser Winkel von P 0 P ft nach oben anfzutragen 
ist. Da 


P 

pp — _£? 

p „ 

°k Z lc 


coOG k z k 


ist, wird fiir CL 


PP fc :P 0 P: 


1 

: 7oC :Zk ‘ 


Noch einfacher stellt 
sich die Kapazitat G dar, 
wenn man durck P 0 die 
Gerade P 0 C senkrecht zum 
Radius P^M zieht. Die 
Gerade PP /c scbneidet auf 
P 0 C eine Strecke P 0 B ab, 
fiir die infolge der Ahn- p i 
lichkeit der Dreieoke 
P 0 PP, C und BP 0 P k gilt 
P 0 P:P 0 P j£ = P 0 P:P ;c P 

1 n 1 

= z k : ~~7i = (oG-. — . 

1 (D C Z Jt 

P 0 P ist also coC im glei- 
chem MaBstab, in dem 

P ft P 7 , den Leitwert — dar- 


Wachst C von Null 



Fig. 185. 


anfangend, so nimmt der primare Strom erst ab und ist am 
kleinsten, wenn er in die Richtung OM fallt; er wachst dann, 
kommt in Phasengleichheit mit der Klemmenspannung und dann 
in Voreilung. Die sekundare Spannung PP 1c wachst mit steigender 
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Kapazitafcsbelastung von der Leerlaufspannung P k P 0 anfangend und 
erreicht ihren groBten Wert in P M , wenn P m P k der Kreisdurchmesser 
ist. Hier bestehb Resonanz. Die Leerlaufspannung ist 



und 


p p — 

I w I /c 


p p 

r 0 X k 
COS (p k 


Je kleiner cosq^, um so groBer wird das Verhaltnis der maxi- 
malen Spannung zur Leerlaufspannung; liierzu mii. c son die Wider- 
stande des Trans formators moglichst klein sein. Fiir den widerstands- 
freien Transformator ware die Erhohung der Spannung wie beim 
einfachen Resonanzstromkreis unendlich groB. Fiir P m ist 

F 0 F m Sil1 ^ 5 

daher die Kapazitat fiir die groBte Spannung 


sie wird um so kleiner, je groBer der Scheinwiderstand bei Kurz- 
scblnB ist. Da die Widerstande moglichst klein sein sollen, muB 
die Streuung groB sein. 

Der sek undare Strom bei Resonanz P 0 P m ist wesentlich groBer 
als der bei KurzschluB P 0 P fe ; es ist 



dem Prodnkt J 2 P 2 , also der Hohe 


T "2 k 

2 ( P 2 max) tg (p ]( * 

Durch die groBe Streuung 
und den kleinen KurzschluB- 
strom wird erreieht, daB bei iiber- 
briickter Funkenstrecke kein 
starker Strom aus dem Trans- 
formator nachflieBen kann. 

Der groBte Sekundarstrom 
ergibt sich, wenn P auf dem 
Durchmesser durch P 0 liegt; 
die groBte Ladeenergie des 
Kondensators, die proportional 
des Dreiecks P 0 PP /c ist, wenn 


P senkrecht iiber der Mitte von P 0 P. liegt. Hierbei ist = %. . 

co O c 

In Fig. 186 ist das Verhaltnis der sekundaren Spannung P 2 zur 
Leerlaufspannung P 20 als Funktion von aufgetragen. 


81. Vektorglei chung und geometrischer Ort. 


247 


81. Vektorgleichung und geometrischer Ort. 


Als geometrisclie Orter fiir Strome und Spannungen bei Ver- 
anderung der Bedingungen des Stromkreises hatten wir in den einfaclien 
Beispielen (s. S. 34, 325) Gerade und Kreise gefunden. Bei komplizier- 
teren Schalfcungen, wie sie z. B. durch Maschinen dargestellt werden, er- 
halt man auch Ortskurven -hoherer Ordnung. Ohne auf die Theorie 
der Maschinen hier einzugehen, soil gezeigt werden, wie aus den 
Gleichungen eines Systems auf die Ortskurve geschlossen werden 
kann 1 ). 

Fiir konstante Koefhzienten L, M, R usf. sind die Grund- 
gleichungen ©ines Problems, die aus den beiden Kirchhoffschen 
Regeln hervorgehen, stets linear© algebraische Bedingungsgleichungen 
zwischen den durch Zeitvektoren dargestellten WechselstromgroBen. 
Jeder Vektor eines Stromes, einer Spann ung usf., der kurz mit 35 
bezeichneb sei, laBt sich daher darstellen durch einen als konst ant 
zu betrachtenden Ausgangsvektor U und einen Proportionalitatsfaktor 
S, der im allgemeinen eine komplexe Zahl ist. 

35 = Xt-ffl 


Andert sich nun irgendeine GroBe der Bedingungsgleichungen, indem 
man einen sie messenden Parameter v verschiedene Werte durchlaufen 
laBt, so erscheint der komplexe Faktor ® als Funktion des Parameters 
und der Vektor 35 wird in der geomefcrischen Darstellung irgend- 
eine Kurve beschreiben. Ist, wie unter der gemachten Voraussetzung 
zutrifft, die zu messende GroBe eine rationale Funktion des Para- 
meters, so wird auch der gesuchte Vektor 35 eine rationale, im all- 
gemeinen gebrochene Funktion des Parameters sein. Sind daher 
$1, 33, £ usf. konstante, komplexe Zahlen, v ein beliebiger reeller 
Parameter, so fiihrt die Glei chung des Systems stets auf die all- 
gomeine Form 


¥+ ffi V + g V* + . . . + 91 v* ’ 


(314) 


Dies© Gleiohung stellt je nach den Potonzen von v eine 
Kurve bestimmter Ordnung dar. Jede Zahl 58, (£,... im Zahler 
und Neimer hat einen rellen und einen imaginaren Toil, die graphisch 
durch die Koordinaten eines Vektors vom Anfangspunkt dargestellt 
werden. Setzt man abgekiirzt die Zahler und Nennersummen 5J3 ( v m ) 
und Q (v n ), so konnen $ und Q, in den reellen und den imaginaren Teil 
zerlegt werden und es wird 

P i(«»)+/p,(ti») 

(**) + * 0 . (**) ' 


*) b. 0. Bloch, die Ortskurven der graphisohen Wechselstromtechnik, 
Zurich 1917 und W. Michael, Dias., Zurich 1919. 
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Macht man den Nenner reell, so erhalt man. 

k , (fi Qi + ** Q*) fc w+n ) + i g i ft) (^ _ # (v) + a w(v) 

Qi 2 (v 2n )-\-Q^(v^) u ‘ 

0 und W stellen Abszisse und Ordinate der Ortskurve des Vektors$8 
dar, und sind rationale gebrochene Funktionen von v. 

Der Grad der Funktionen bestimmt die Ordnung der Kurve, 
sie ist (m -}- n) wenn m > n ist, und 2 n, wenn m<^n ist. 

Soiiderf all. Es sei der Nenner in (314) reell, wobei entweder 
die ... reell sind oder gleiches Argument cp haben. Im 

letzten Fall kann man sie durch ihre Betrage D,E,F,... ersetzen 
und den gemeinsamen Faktor e?v fortlassen, entsprechend einer 
D rebung der Kurve um cp, wobei ihr Charakter sich nicbt andert. 
Die Form mit reellem Nenner 

^ + + + 

*~~l) + Bv + FiP + ... + Nir • • ■ • 

ist nun vom Grade m oder n , je nachdem m>n oder m<^n ist. 

Da man den Nenner stets reell machen und Gl. 314 in die 
Form 315 uberfiihren kann, so gilt allgemein: er^cbeint der Nenner 
in reeller Form, so gibt die groBere der Zahlen m und n die Ordnung 
der Kurve an. Nun kann, wenn m<^n ist, die Gl. 315 stets so 
umgeformt werden, daB ist. Ist m<^n, so heiBt dies, daB 

fiir v — oo, $8 = 0 ist, die Kurve durch den Ursprung geht. Ver- 
schiebt man die Kurve um eine konstante Strecke T , was einer 
Addition eines konstanten Vektors £ zu $8 entspricht, und bringt 
die Summe $8 -(-S auf gleichen Nenner, so wird der Zahler mindestens 
vom Grad des Nenners. Hiermit kann man sagen: Eine Form m ten 
Grades mit reellem Nenner stellt eine Ortskurve mter Ordnulig dar. 

Als Ortskurve erster Ordnung erscheint die Gerade. Stellt 
$8 einen Vektor dar, so sind 8v, wenn v alle Werte von 0 bis oo 
durchlauft, mit $8 gleichgerichtete Vektoren. Ihre Endpunkte liegen 
auf einer Geraden durch den Ursprung, deren Gleichung ist 

58 = $8v (316) 

Addiert man zu den Vektoren der Geraden einen konstanten Vektor 
21, der eine andere Richtung hat als $8, so ergeben sich neue Vek- 
toren, deren Endpunkte eine zur ersten parallels Gerade beschreiben, 
die nicht durch den Ursprung geht. 

,2$ = 2t + ©v (317) 

ist die Gleichung der Geraden allgemeiner Lage. 

Haben 21 und $8 gleiche Richtung, so ist ihr Verhaltnis reell, 
es gibt somit einen Wert v 0 , fiir den die Betrage A -f- B v Q = 0 ergeben. 
Die Form $8 = 93 (v — v 0 ) zeigt, daB diese Gerade eine andere Punkt- 
verteilung hat, aber auch durch den Nullpunkt geht. 
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Durch Inversion der Geraden allgemeiner Lage (317) erhalt man 
den Kreis durch den Ursprung. Seine Gleichung ist der rezi- 
proke Ausdruck von (317) 


£ 


1 

a + SBti 


(318) 


Diese Gleichung ist nach friiherem zweiter Ordnung, wenn der 
Kenner komplex ist. Fiir reellen Nenner ist sie erster Ordnung, somit 
wieder eine Gerade als Inverse der Geraden 9§ = 93(v — v 0 ), sie hat 
dann reziproke Parameterdarstellung. 

Verschiebt man den Kreis durch den Ursprung urn einen konstanten 
Vektor £, so erhalt man die Gleichung des Kreises in allge- 
meiner Lage 




1 

at + 93 V ~ % -f 8 V ’ 


. .(319) 


worin ® = (1 91 (£), (£= 95 £ gesetzt ist. 

Beispiel. Setzt man in die Hauptgleiehungen 287 und 288 
Seite 226 den Belastungswiderstand proportional dem Parameter v 
und daher $2 = 3052 ^’ so wird- durch Division der Gleichungen 

o = ™ fro fa v ® 4 " ® v 

^ 1 « + »»’ 
dies ist die Form der Gl. 319. Hieraus folgt, daB, wie auch bei Ab- 
leitung des Arbeitsdiagramms bemerkt wurde, sich ein Kreis ergibt, 
wenn die Belastung § 2 konstanten Phasenwinkel hat. 

Die Form 319 zeigt, daB bei der Inversion die Kurve ihren 
Charakter nicht anderfc, die inverse Kurve ist wieder ein Kreis all- 
gemeiner Lage. 

Die Form zweiten Grades 


23 = 21+ a3w-f-Kv 2 . . . 

. . . 

. (320) 

ergibt, wenn 91, 93, (£ verschiedene Bichtung 

-5 

1 / 

haben, wie Fig. 187 zeigt, eine Parabel. 
93'= St — |— E v* stellt eine Gerade dar mit qua- 
dratischer Punktverteilung. Setzt man v 2 = u, 


/ A 

L jJs 

so ist die Gleichung in u linear. Man hat also 


k 

je nach der Potenz der Punktverteilung Kurven 

WjjL 

l+aAr 

erster und zweiter Ordnung mit linearer, qua- 
dratischer usf. Punktverteilung zu unterscheiden. 
Haben in (320) 93 und (£ gleiche Bichtung, so 
gibt es auBer v = 0 einen Wert v 0 , fiir den 

\~z / 1 

/4 

2 / 


yf 

fs 


Bv 0 -\-Cvq* = 0 wird, d. h. B — — Cv 0 . Dann o 

geht (320) iiber in 9l-|-(£(?; 2 — <?v 0 ), d. i. eine .^6* *87. 


Gerade in Bichtung von (£ mit quadratischer 

Punktverteilung, bei der aber jedem Punkt zwei Werte von v ent 

sprechen. 
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Die Gleichung zweiter Ordnung mit reellem Nenner 


at v 

-C-fDv + Ev* 


( 321 ) 


geht durch den Ursprung far v — oo. Fur $ = oo erhalt man zwei 
Werfce des Parameters v , indem man den Nenner gleich Null setzt. 

Diese Werte 2 sind, je nachdem V JD 2 — 4:CE^0 1st, reell und 

verschieden, reell und gleich, oder konjugiert komplex. 

Sind sie gleich, v 1 = = to, so erhalt man durch Partialbruch- 

zerlegung die Form 


$ 



7 

(v — w) 


wobei u=l:(v — w) gesetzt wurde. Nach (320) ist dies eine Pa- 
rabel durch den Ureprung. Sind v 1 und reell und verschieden, 
so wird analog 






© 


(*—»•) 


= gw-|-©r. 


Sie hat fur zwei verschiedene Werte von v einen unendlich 
fernen Punkt und ist daher eine Hyp erb el, deren einer Ast durch 
den Ursprung geht. Sind endlich v ± und v 2 konjugiert komplex, so 
ergibt sich fiir keinen Wert von v mehr ein Punkt im Unendlichen, 
die Kurve ist eine Ellipse durch den Ursprung. 

Gl. 321 ist somit die Gleichung eines Kegelschnitts durch 
den Ursprung. In allgemeiner Lage erhalt man sie durch Ver- 
schieben um einen konstanten Vektor %. Auf gemeinsamen Nenner 
gebracht ist die Gleichung 

* C + Dv + Ev 2 



Die Inverse eines Kegelschnitts in bezug auf einen Punkt der 
Peripherie ist nach einem bekannten Satz 1 ) eine zirkulare Kurve 
dritter Ordnung, deren Singularpunkt im Inversionszentrum liegt. 
Ihre Gleichung ist der reziproke Wert des Ausdrucks (321). Ad- 
diert man wieder einen konstanten Vektor, so liegt der singulare 
Punkt in beliebiger Lage. Die Gleichung der zirkularen Kurve 
dritter Ordnung ist in allgemeiner Lage 



Diese Gleichung entsteht auch wie folgt. Addiert man zu einem 
Kreis durch den Ursprung eine Gerade, so ist 

1 _ g' + SBV-j- S' v 2 


33 = 3t + 23u ■ 


® + ®t»' 


2) + @t> 


l ) s. z. B. E. Beutel, Algebraische Kurven. Sammlung Gosohen 436, S. 77. 
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wo 


= (9i © + as s) , ®' = (8®) 


a'=(i + a®), a 

gesetzt ist. 

Dies ergibt eino Konstruktion der Kurve. 

Fur grofi.e Werte v verschwinden die Vektoren nach dem Kreis 
gegen die der Geraden, sie ist die Asymptote der Kurve. 1st der 
Zahler reell, so liegt, wie erwahnt, der singular© Punkt im Ursprung. 
Die beiden Wurzeln v 1 2 fiir die $8=0 wird, bestimmen dann, je 
nachdem sie gleich, reell und versehieden oder konjugiert komplex 
sind, einen reellen Doppelpunkt oder einen Umkehrpunkt oder einen 
isolierten Doppelpunkt. 

Die Inverse der Gl. 823 ergibt die bizirkulare Kurve 
vierter Ordnung durch den Ursprung. 

Durch Verschieben in die allgemeino Lage wird ihre Form 

^ + $8 v -f C v> 


$8 = 


3) -f- © v -|“ % V 2 


(324) 


Man kann nun durch sukzessive Addition einer Geraden und 
Inversion zu immer hoheren Ordnungen gelangen, wo durch sich alle 
zirkularen Kurven in der Form 314 ergeben, wahrend nicht zirku- 
lare Kurven (wie die Kegelschnitte) auch in der Form 315 ent- 
halten sind. 


Dreizehntes K a p i t e 1. 

Ausgleichsvorgange in quasistationaren Strom- 

kreisen. 

82. Ausgleich strom e. — 8B. Stromkreis mit konstantem Widerstand und kon- 
stanter Induktivitat. — 84. Stromkreise mit Widerstand und veranderlicher 
Induktivitat. — 85. Stromkreise mit Widerstand und Kapazitat. — 86. Strom- 
kreis mit Widerstand, Induktivitat und Kapazitat. — 83. Symbolische Dar- 
stellung von Ausgleichstromen. — 84. Zusammengesetzte Stromkreise. — 
85. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. — 86. Ausschaltvorgange. 


82. Ausgleichstrome. 

Bisher wurden die Erscheinungen des stationaren Wechsel- 
stromes besprocken, der sick unter Einwirkung einer gegebenen 
Spannung in einem Stromkreis einstellt. Er kann als die erzwungene 
Schwingung angesehen werden, weil er im Takt der durck die 
Spannung eingepragten Sckwingungszahl sckwingt. 

Andern sick die Bedingungen des Stromkreises, sei es, daJ3 die 
zugefiikrte Spannung oder die Konstanten bei Sckaltvorgangen oder 
Belastungsanderungen sick andern, so gekt der Strom aus einem 
stationaren Zustand in einen anderen liber. Der neue Endznstand 
stellt sick nickt augenblicklick ein, weil die ikm entspreckenden 
Energien der magnetiscken und elektriscken Felder nickt vorkanden 
sind, die Felder zunachst geladen werden. Dies erfordert eine ge- 
wisse "Obergangszeit. Wakrend dieser uberlagert sick iiber den sta- 
tionaren Strom ein sog. Ausgleichstrom oder freier Strom, der fiir 
sich die Bedingungen des Stromkreises erfiillt und den stetigen 
t)bergang von einem stationaren Zustand zum anderen vermittelt. 
Wir untersuchen zunachst Stromkreise, bei denen Widerstand, In- 
duktivitat und Kapazitat als konzentriert zu betrackten sind, d. k. 
relativ langsame Vorgange, bei denen in jedem Teil des Stromkreises 
der Strom in jedem Augenblick den gleicken Wert kat und die wir 
als quasistationare Stromkreise bezeicknen. 

Die Untersuchung vereinfackt sick, wenn die Konstanten des 
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Stromkreises R , L , G wahrend der Ubergangszeit sich nicht andern. 
Die Spannungsglei chung eines solchen Stromkreises ist von der 
Form 

V = <p{i> S idt )> ( 325 ) 

worm cp eine linear© Funktion ist, deren Glieder teils den Strom i 
selbt in Verbindung mit Konst anten, teils den Differential quotienten 
des Stromes nach der Zeit, teils das Zeitintegral des Stromes ent- 
halten. 

Wahrend der tjbergangszeit setzt sich der Strom zusammen 
aus dem (erzwungenen) stationaren Strom i e und dem (freien) Aus- 
gleichstrom ip es ist 

+ v ( 326 ) 

und da Gl. 325 linear ist, kann sie zerlegt werden in 

P = <P (»,. J i e dt ) + 9 (v ; Yt' ^ V*) ’ ‘ ( 325a ) ' 

worm p die dem stationaren Endzustand entsprechende Spannung 
ist. Nun erfiillt der stationare Strom fur sich die Bedingung 


P = (p { ie, Tt’ J ie dt ) ’ (325b) 

daher ist fiir den Ausgleichstrom 

9 o (if, ji f dtj = 0 (325 o) 


Man erhalt die Gleichung des Ausgleichstromes fiir sich, wenn man 
in der Difforentialglei chung die zugefiihrte Spannung gleich Null 
setzt. Sein Verlauf ist von der Art der zugefiihrten Spannung un- 
abhangig, daher bezeichnet man ihn als freien Strom. 

Der Ausgleichstrom vermittelt den stetigen Ubergang vom An- 
fangszustand zum Endzustand. Bei Beginn der Zustandsanderung, 
den wir hier als Anfang der Zeitrechnung, t = 0, ansehen, habe der 
Stromi einen Anfangswerfc i a ^ oy Bezeichnen i e(0) und i f(0) die Wert e 
des erzwungenen stationaren Stromes und des freien Stromes fiir 
den Augenblick t — 0, so ist nach Gl. 326 

V<0 = MoH “V(o) ( 321 ) 

S3. Stromkreis mit konstantem Widerstand und konstanter 

Induktivitat 

Fiir einen solchen Stromkreis gilt nach Kap. II Gl. 21 

V = Rl + L Tf 

Setzen wir hierin nach Gl. 326 i — i & -\- ip so wissen wir, daB 


'I 


f 
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fiir den stationaren Strom die Spannungsgleichung fiir sich erfiillt 
1st. Fiir den freien Strom gilt daher 

Ri r +L^ = 0 (328) 

Durch Trennung der Variabeln wird 

L 

Integriert man diese Gleichung von den Anfangswerten t — 0, 

R 


i f = bis zu t bzw. so wird 


In 


fJA 

W(0 y 


t, 


: V(o) e 


(329) 


Dies ist die Helmholtzsche Gleichung des freien Stromes, die 
aussagt, daB er von seinem Anfangswert an mit der Zeit nach 

— — t R 

der Exponentialfunktion e L ausklingt. Die GroBe - - beiBt Diimp- 

fungsfaktor, er ist der reziproke Wert einer Zeit. Fiir einen Zeit- 

pnnkt i nach Beginn des Ausglcichsvorganges ist 
R 


Hf) '■ 


7 ( 0 ) ' 


2,718 m ’ 


der Strom ist auf den —ten Teil seines Anfangswertes gesunken. 

e 


R 


heiBt die Zeitkonstante. 


Nach Gl. 329 miiBte der freie Strom erst nach unendlich langer ^ 
Zeit verschwinden ; praktisch klingen die meisten Ausgleichsvorgange- 
in kurzer Zeit ab. 

Der Strom hat nur noch 1 j l00 seines Anfangswertes, wenn 

r , 


ist, oder wenn 


100 


L L 

■■ --In 100--= 4,605-^ 
Jti R 


R 


1st z. B. i? = 1 Ohm. L = 0,1 Henry, so ist die Zeitkonstante 

= 0,1 Sekunden, der Ausgleichstrom ist nach 0,46 Sekunden auf 

den 100. Teil seines Anfangswertes gesunken. 

Der Anfangswert i f(Q) ist nun entsprechend Gl. 327 aus don be- 
sonderen Bedingungen zu ermitteln, die sich aus den stationaren 
Anfangs- und Endzustanden ergeben, wio an einigen Beispielen ge- 
zeigt werden soil. 


;j 
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a) Der freie Strom beim Aufhoren des Wirkens der Spannung. 

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn der Stromkreis nach Abstellung 
der Spannung in sich goschlossen bleibt, etwa bei der Magnet - 
wicklung einer Maschine, die nach dem Absehalten in sich oder 
iiber einen Widerstand kurzgeschlossen wird. Der stationare Strom 
ist hier wegen des Fehlens der Spannung ^ e = 0. Der freie Strom 
ist daher fiir t — 0 nach Gl. 327 

V(o) = l a 

gleich dem Wert, den der Strom vor dem KurzschlieBen des Strom- 
kreises z. Z. £=0 hatte. Der gesamte Strom ist also hier 

-I* 

» = *.« L (330) 

In dem magnetischen Felde war urspriinglick eine Energie 


1 

2 


i*L aufgespeichert. Die Abnahme der Energie ist — Li di = Rdt, 


sie ist die in der Zeit dt erzeugte Stromwarme. Nach Ablauf des 
Vorganges ist die ganze urspriinglich vorhandene magnetische Energie 
in Stromwarme umgewandelt. 

Beispiel. In einem 6 poligen Gleichstrommotor ist der FluB 
eines Poles <P = 0,07 Voltsek., jeder Pol hat 1700 Windungen, der 
Erregerstrom ist 4 Amp., der Widerstand der Erregerwicklung 


R — 100 Ohm. 

Die Induktivitat wird 




0 W 

i 


0,07*6*1700 

- 


178,5 Henry. 


f 

! 

■; 


Die Zeitkonstante ist 1,785 Sek.; 
nach dieser Zeit ist der Strom auf den 
4 

Wert — = 1,47 Amp. gefallen und auf 
e 

1 Iiqq des Anfang3wertes nach 4,605*1,785 
gv- 8,2 Sekunden. Der Vor gang ist in Fig. 
188 dargestellt. 


Wird dieser Stromkreis sich uberlassen, so klingt der Strom nach 
der Glei chung ab 


= 4 e 


- 0 , 661 1 



b) Eutstehen eines Gleichstromas. 

Wird der Stromkreis zur Zeit = 0 an eine Gleichspannung P 

P 

angeschlossen, so ist der erzwungene stationare Strom i e = - . Der 
f Strom wahrend der tlbergangszeit ist 

» B 

P m - * . 

■ * = h + v= + V(0) e 
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Zur Ermittlung von i f ^ Q) 
Zur Zeit 2 = 0 ist i — Q u] 


JP 

= ~R 


setzen wir die Grenzbedingung ein: 


(331) 


0 

1 

1 

-7 daher 
R 

( 

--A 

■ 1— e 



Fig. 189 zeigt das Entstehen des Gleichstromes fur das vor- 
hergebende Beispiel. Er ist die Summe des stationaren Stromes 
und des freien Stromes und steigt von dem Wert Null allmahlich an. 


c) Belastnngsandernng in einem Gleiclistromkreis. 

Wird in einem Gleichstromkreis bei konstanter Spannung der 
Widerstand plotzlich von dem Wert R a auf den Wert R e geiindert, 

P 

so ist der Anfangswert des Stromes a a(()) = — , der stationare End- 

v a 

P 

wert ^( 0 )='^'? aus Grl* 327 wird daher 

• __ • _• — 

V( 0) % a (0) l e (0) r> jo 

a e 



und der Strom wahrend des Ausgleicbsvorganges 




7 ( 0 ) ( 


R. 


+ 


P 

R n 


P 

R. 


. (332) 


Fig. 190 zeigt fiir das Beispiel L = 178,5 Henry den Strom - 
verlauf a) wenn bei 400 Volt der Widerstand von J? a = 200 auf 
.#, = 100 verkleinert wird, b) wenn er von j£ a =100 auf J? e = 200 
vergroBert wird. Im zweiten Fall ist der Dampfungsfaktor doppelt 
so groB als im ersten, der Vorgang spielt sich viel schneller ab. 
Wir baben dieses Beispiel gewablt, weil es zeigt, daB bei einem 
Stromkreis mit sehr hoher Selbstinduktion, wie ihn die Magnet- 
wicklung einer Dynamomaschine darstellt, der Ausgleicbs vorgang 
mehrere Sekunden dauern kann. Strong genommen ist bei einer sol- 
oben Magnetwicklung L wegen der Eisensattigung keine Konstante. 
Wie hierbei zu recbnen ist, wird auf S. 259 gezeigt. 
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d) Das Einschalten eines Wechselstromes. 


Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 an eine Wechselspannung 
P = 2V sin («* + ¥') 

angeschlossen, so ist nach Kap. II S. 16 der stationare Strom 
\ sin (w t-\-y> — <p). 


worin 


V& + cd*L ' 2 


, i dL 

X 


_ R 

ist. Der freie Strom ist wieder i f = ^ (0) e L . 

Da der Anfangsstrom i u — 0 ist, wird nach Gl. 327 

V(0) = — ^e(O) = — sin - (w — <P) 
und der gesamte Strom walirend das Einschaltvorganges : 

4 = *e4 - l^ = ^ m sm.{(ot-\-%p—cp) — i m sin (yj — (p)e (333) 


Die GroB© des f reien Stromes, der bei t = 0 den stationaren 
Strom zu Null erganzt, hangt von dem Augenblick des Einschaltens 
ab. Wird in dem Augenblick eingescbaltet, in dem der stationare 
Strom durch Null gehen wiirde, so ist aucb i^ 0) = 0, und der Strom 
schwingt sich sofort auf den stationaren einwelligen Strom ein. In 
jedem anderen Fall© ist ©in freier Strom vorhanden. 

In Pig. 191 stellt die 
Sinuskurve i e den statio- 
naren Strom dar, der beim 
Einschalten in dem auf 
der Zeitachse mit 0 be- 
zeichneten Augenblick so- 
fort entsteht, wahrend bei 
den mit 1, 2, 3 bezeichneten 
Augenblicken, die nach der 
Exponentialkurve abklin- 
genden Ausgleichsstrome 
V » if entstehen. Der 
resultierende Strom ist nach Gl. 333 die Ordinatendifferenz zwischen 
der Sinuskurve und den Exponentialkurven. Er hat seinen groBten 
Wert etwa */ 4 Period© nach dem auf den Einschaltmoment folgenden 
ersten Nulldurchgang (a) des stationaren Stromes, und zwar ergibt 
sich aus der Pigur die groBte Ordinatendifferenz fur den Ausgleich- 
strom if*, der die Sinuskurve tangiert. Die Bedingung fiir den Ein- 
schaltmoment, bei dem der groBte EinschaltstromstoB auftritt, ist 
daher, daB fur t — 0 

di e dif 

dt(t = o) dt(t — o) 

Fraenckel’, Wechselstrome. 2. Aufl. 



Fig. 191. 


17 


258 


Ausgleiclisvorgange in quasistationaren Stromkreisen. 



Aus Gl. 333 erhalt man 

co cos (\j) — cp) = — sin (\p — < 7 ;) 

coL 

und mit — = t gcp 

tg (if) — cp) — — tg<p, 

yj = 0 oder n , 

dies ist der Augenblick, in dem die Spannung durch Null geht. 

Fur ip = 0 ist der resultierende Strom 

i m sin (co t — 99)— (- sin cp e 

Der Nulldurchgang des stationaren Stromes nach dem Einschalten 
liegt bei a>t = cp 9 das x / 4 Periode spater eintretende Maximum liegfc 

bei a>t— cp-}-— und wird 



Fig. 192. 


Ist B sehr klein gegen coL, so nahert er sick dem Wert 2 i vr 
Dies ist der groBte Wert des StromstoBes, der bei konstantem L 
beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung auftreten kann. 

Fig. 192 stellt das Einschwingen des Stromes dar fur cos cp — 0,1 8 
und beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung. 

Bei einer plotzlichen Anderung einer der Konstanten B oder L* 
des Stromkreises bei konstanter Spannung sind Anfangs- und End- 
werte des Ubergangsstromes 

= — Vo)» \ = — <p t ) , ■ 

der freie Strom im Augenblick t — 0 nach Gl. 327 

V< 0 ) = »« ( 0 ) — MO) = i am sin (v» — <P a ) ~\ m sin (v ~ <P C ) • 

Er hangt nicht nur von der GroBe, sondern auch von der 
Phasenverschiebung (p a und cp e der stationaren Anfangs- und End- 
strome gegen die Spannung ab. 
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84. Stromkreise mit Widerstand und veriinderlicher 
Induktivitat. 


Bei den eisenkaltigen Stromkreisen ist L in weiten Grenzen 
veranderlich, dalier ist es nicht mehr moglich, den freien Strom von 
dem stationaren rechnungsmaBig zu trennen. Hier ist die Diffe- 
rentialgleichung 

P ._L dcfi 

p = R i + w<lf 


zu verwenden, worin <$ = f(i) durch die Magnetisierungskurve ge- 
gebeii ist. 

Man kann mit Hilfe der Magnetisierungskurve den Vorgang an- 
genahert graphisch verfolgen, wenn man statt der unendlieh kleinen 
Anderung d<I> eine endliche A in der endlichen Zeit At betraehtet. 
Die Annaherung an den wirklichen Vorgang wird um so groBer, je 
kleiner man die GroBen wahlt. 

a) Das Einschalten eines Gleichstromes. 

Hier ist p = konst. = P und es wird 


P — Mi -f- w 


A 0 
At ' 


Fig. 198 stellt die Magnetisierungskurve dar, die zweckmaBig 
so aufgetragen wird, daB die Ordinaten die Kraftlinienwindungen 
w& — l F, die Abszissen den Ohmschen Spannungsabfall iR darstellen. 
Dem stationaren Strom J entspreche JR = P — OA und w<l> = AB . 




Greift man nun eine Flu B anderung w A <P — DE heraus, bei der 
der Ohmsche Spannungsabfall im Mittel iR = OG ist, so berechnet 
sich die zu dieser FluBanderung erforderliche Zeit beim Einschalten 


At-- 


wA <Z> 

p~Tr 


Sek. 


17 * 
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Durch Einteilung der ganzen FluBanderung von 0 bis w& = AB 
in entsprechende Elemente wA<P, die nicht gleichgroB zu sein 
brauchen, berechnen sich die zugehorigen Zeiten At und der ganze 
Einschaltvorgang. Graphisch verfahrt man wie folgt: 

In Fig. 193 seien die Mafista.be der FluBwindungen und Span- 


nungen 

1cm — m Voltsek. , 

1 cm = n Volt , 

so ist 

wA<P = mDE , 

P —JR = nCA 

unci 

. wA<P 



dt P — iR 

~ n CA beb ' 


Macht man in Fig. 194 OT = — Sek., TP — GA und das Drei- 

n 

eck otp mit der Hohe tp — DE ahnlich dem Dreieck OTP, indem 
man op parallel OP zieht, so ist ot—At Sek. 

Hierdurch erhalt man das Anst eigen des Flusses mit der Zeit 
als eine gebroehene Kurve, die sich der wirklichen um so mehr 
anschmiegt, je kleiner die Elemente A& gewahlt werden. Aus der 
Magnetisierungskurve erhalt man zu jedem FluB den Strom und 
hiermit den zeitlichen Verlauf des Sbromes i, der von dem des 
eisenlosen Stromkreises (Fig. 189) wesentlich abweicht. 

Ist remanenter Magnetismus vorhanden, so beginnt die Zunahme 
des Flusses nicht bei 0, sondern bei <P 0 , die Magnetisierungskurve 
steigt, wie in Fig. 193 gestrichelt angedeutet, von <5 0 an. Der Ein- 
schaltvorgang wird hierbei entsprechend abgekiirzt. 

b) Das Einschalten eines unbelasteten Transformators. 

Fur einen leerlaufenden Transformator oder eine Drosselspule 
mit Eisen ist 

d<P 

Ri + w dt =Pm8in ( cot + v ’) • 


Der Transformator werde zur Zeit t — 0 an das Netz ange 
schlossen, hier ist i = 0, und <P—(P 0 sei der remanente FluB. 
Durch Integration von 0 bis t wird 

t 

<P = cos ( 0)t -I- yj) -f- COS y) — f — id- . (335) 

u cow s 1 cow J w ' 

0 

Auf der. rechten Seite haben wir vier Glieder, das erste ist, 
wie erwahnt, von der Remanenz bedingt und konstant. Das zweite 
Glied ist ein WechselfluB mit der Amplitude 




jPm 

COW * 


Dies ist jener stationare FluB, der sich einstellen wiirde, 
wenn der Ohmsche Spannungsabfall in der Wieklung Null ware. 
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Bei modernen Transform at oren hat der Vollaststrom etwa 1 °/ 0 Ohm- 
schen Spannungsabfall, und der Leerlaufstrom betragt durehschnitt- 
lich 10 °/ 0 vom Vollaststrom. Daher ist sein Spannungsabfall nur 
etwa 0,1 °/ 0 der Klemmenspannung, und dabei ist (p' n sehr nahe 
gleich dem FluB bei Leerlauf. Das dritte Glied ist konstant <I>' n c osy 
und erganzt den stationaren FluB im Augenblick t — 0 zu Null 
Das vierte Glied endlich stellt die durch den Ohmschen Spannungs- 
abfall bedingte Abnahme des Flusses dar. 

Mit groBer Annaherung, d.h. bei Vernachlassigung des Ohmschen 
Spannungsabfalls des stationaren Magnetisierungsstromes stellen also 
die vier Glieder der Gl. 335 b 

dar: das zweite den statio- 
naren FluB, das erste und 
dritte zusammen den An- 
fangswert des freien Flusses, 
das vierte die Dampfung 
des freien Flusses. 

Nun ist bei einer Wech- 
selspannung der Zusammen- 
•hang zwischen Strom und 
FluB durch die Hysteresis- 
schleife gegeben. 

Beim Einschalten 
schwingt <Z> nicht um den 
Wert Null, sondern um einen 
FluB, der seine Richtung 
beibehalt, er ist zu Anfang 
<P 0 -f- 0f n cos \p und klingt 
mit der Zeit ab, so daB nicht die symmetrische Hysteresisschleife 
beschrieben wird, sondern Schleifen, die, wie Fig. 195 zeigt, un- 
symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegen 1 ), und deren Lage 
von dem Anfangswert abhangt. Da wir iiber diese Art der Hyste- 
resisschleifen nichts Naheres kennen, entzieht sich der Vorgang einer 
rechnerischen Untersuchung. Sieht man vcn der Dampfung in den 
ersten beiden Halbpcrioden ab, so ergibt sich im ungiinstigsten Falle 
der FluB ..und der StromstoB wie folgt. 

Der Teil cos rp hat seinen gioBten Wert, wenn yj = 0 ist, 
d. h. wen n im Nulldurchgang der Spannung eingeschaltet wird. Ihm 
kann der remanent© FluB gleich- oder entgegengerichtet sein, so 
daB im ungiinstigsten Falle der Anfangswert des freien Flusses 

4 “ 

Der stationar© FluB beginnt fiir yj — 0 mit — und ist nach 
Period© -j- &' m geworden, so daB bei kleiner Dampfung der FluB 



J ) s. Hay, Electrician 1894. 
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nach 1 / 2 Period© <P Q -f- 2 c P' m ist, also mehr als doppelt so groB wie 
die Amplitude des stationaren Flusses, um so mehr, je groBer die 
Remanenz ist. Die Induktion steigt nicht ganz proportional, weil 
bei den hohen Sattigungen ein groBerer Teil des Flusses durch die 
Luft verlauft; immerhin kann bei modernen Transform atoren, bei 
denen die Amplitude der Induktion im stationaren Zustand etwa 
B 14000 ist, die Sattigung auf £=30000 steigen, und hierzu 

gehort ein Strom, der ein Viel- 
faches nicht nur des stationaren 
Magnetisierungsstromes , sondorn 
auch des Vollaststromes ist, er be- 
dingt einen groflen Spannungs- 
abfall, so daB die folgende Welle 
schon abgeschwacht ist. 

Fig. 196 zeigt nach A. Hay 
(E1. review 1898) die mittels Jou- 
bertseber Scheibe aufgenommenen 
Anfangsschwingungen des Stromes 
und der Induktion, und Fig. 197 
zeigt nach Linke (Arch. f. Elelctr., * 
Bd. I, S. 21) das Oszillogramm des 
Einschwingens des Stromes an 
einem modernen Transformator. 
Zur Vermeidung der StromstoBe, 
die nicht nur fiir die Schalter und 
MeBinstrumente schadlich sind, 
sondern auch die Wicklung mechanisch stark beanspruehen, ver- 



wendet man einen Schalter mit Widerstandsvor- 
stufe (Fig. 198). Da der Vorgang in wenigen Pe- 
rioden abklingt, braucht man praktisch nicht auf 
der Vorstufe stehenzubleiben, da die erforderliche 
Zeit nicht groBer ist als der Schalterbewegung 
entspricht. Der Widerstand muB so bemessen 
Fig. 198. sein, daB einerseits. beim Einschalten, anderer- 



B 



I 

f 
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-■seits beim KurzschlieBen des Widerstandes der StromstoB ein zu- 
lassiges MaB nicht iiberschreitet. 

Ein© angenaherte Berechnung hat Rogowski 1 ) unter Verna ch- 
lassigung der Hysteresis und der vergrofferten Streuung durchgefiihrt, 
indem er die Magnetisierungskurve in drei Teile zerlegt und durch 
gerade Linien ersetzt. Danach geniigt ein Widerstand, der etwa 
(5 bis) 10 °/ 0 der vollen Klemmenspannung beim stationaren Magne- 
tisierungsstrome aufnimmt. 


85. Stromkreise mit Widerstand und Kapazitat. 

In einem Stromkreis, in dem ein Widerstand R in Reihe mit 
•einem Kondensator G liegt, ist nach Kap. II 61. 36 


Cidt 

j -Q. 


In der Uborgangazeit setzt sich i aus dem erzwungenen Strom i 
und dem f reien Strom if zusammen, es ist i = 

Der stationare Strom erfiillt fiir sich die Spannungsgleichung, 
daher ist fiir den f reien Strom 

•®V+Jv(7 =° (336) 

Durch Differentiation und Trennung der Variabeln wird 


und durch Integration von if — if [0) und 2 = 0 bis i f und t wird 


In - 

W(°) 


if = ^ /(0) e 


Der Dampfungsfaktor ist hier die Zeitkonstante RG . 

R C 

Fiir die Ladung q des Kondensators ist ganz analog 


fiir die freie Ladung 


„—-R dq -L q 

v-z-dt+^c’ 




<lf = 2m e 


l ) Arch, f Elefetr., Bd. I, S. 344. 
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und fiir die Kondensatorspannung 

Vfc = -ff = Pm e ltc - 

a) Entladung ernes Kondensators iibei’ einen Widerstand. 

Der Kondensator ist auf eine Spannung P e geladen und besitzt 
daher die Anfangsladung q a — P c C . Er wird zur Zeit t— 0 iiber 
einen Widerstand geschlossen und entladet sich; der Endzustand 
ist q e — 0 , und 

97* ( 0) — 9a (0) 9e i0) = 9 a = -P c 0 , 

?==Sy + ?<.==3y==? 0 e R0 =P c Ge Rc . . (339) 

Der Entladestrom ist 

— W'S™ ■ ■ (31 °> 

P 

Der Anfangswert des Stromes ist -=£. Der Kondensator hatte 

jti 

zu Anf ang die Energie | P c 2 C, diese ist wahrend der Entladung in 
Stromwarme iibergegangen, denn es ist 

Rdt=\p?C. 

2 c 

t ~ 0 i = 0 



b) Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand 
init Gleichstrom. 


Hier ist der Endzustand £ e = P c C. War der Kondensator un- 
geladen, so ist q a — 0, daher 

q ri0) = q a ^ Q) — = — P c 0’ 

« = ?r+fc = P . C ( l — e-™) .... (341) 


Der Ladestrom ergibt sich wieder aus 


dq 

dt 


p L 

c r RC 

R 


(342) 


Er ist ebenso groB wie bei der Entladung, nur von umgekehrtem 
Vorzeichen. Daher wird auch wahrend der Ladung in dem Wider- 
stand dieselbe Stromwarme erzeugt wie bei der Entladung; sie war 
|P c 2 C, und da bei der ladung eine ebenso groBe Energie dem 
Kondensator zugefiihrt wird, wird wahrend der Ladung dem Strom- 
kreis das Doppelt© der Energie zugefiihrt, die nachher im Konden- 
sator aufgespeichert ist, ganz unabhangig davon, wie groB der 
Widerstand ist. 
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* Gl. 342 folgt, daB der Strom im Augenblick des Ein- 
P 

3 a ^ SO S °^ r ^ roJ ^ wer( ien kann, wenn R klein ist. 

der Fall, wenn ein unbelastetes Kabel an die Spannung 
ossen wird. Der StromstoB wird, wie spater gezeigt wird, 
iio Induktivitat des Leiters gedampf t, bei konzentrischen 
ist diese aber sehr klein, so daB fur diesen Fall das Kabel 
induktionsfrei betrachtet werden kann. Fiir ein kurzes 
ick kann man sich in erster Annahorung die Kapazitat in 
36 der Leitung zwischen Bin- nnd Kiickleitung konzentriert 
es 1st ihm dann der halbe Widerstand der Leitung vor- 
3t. 

konzentrisches Kabel von 60 qmm Querschnitt, das normal 
p. fiihrt, habe eine Kapazitat von 0,5 • 10~ 6 F/km. Der 
ind bei der Leiter ist fiir 1 km 0,585 Ohm. 

Kabelstiick von 2 km hat also eine Kapazitat von 1 Mikrof arad, 
ms in der Mitte, also hinter einem Widerstand von 0,585 Ohm 
jht denken. Wiirde das Kabel direkt an die Netzspannung 
Volt angeschlossen, so ware der StromstoB beim Einschalten 

©rnachlassigung der Induktivitat — 1025 Amp. , also 

U,OoD 

.al so groB wie der Betriebsstrom. Der Strom klingt naeh 
chung 

i p 10 H 

i = e ■ RG = 1025 eT 0,685 

R 

or ist auf l°/ 0 des Anfangswertes gef alien, wenn 
t = RG In 100 = 4,6 ■ 0,585 • 10'° = 2,7 • 10~° Sek. 

■ Ausgleichsvorgang spielt sich also in auBerordentlich kurzer 
weil die Dampfung sehr groB ist. Die Ladung ist 

q = CP Q — 6 • 10” 4 Coulomb. 

folgt hieraus, daB es zweckmaBig ist, ein Kabel nicht direkt, 
iiber einen besonderen Vorschaltwiderstand anzuschlieBen, 
irs wenn es sich um Hochspannungskabel handelt. 


Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand 
mit Wechselstrom. 

:d der Stromkreis z. Z. t = 0 an eine Wechselspannung 
P = Pm sin 

ossen, so ist der stationare Strom 

i e = i m sixi ( a)t -\-V ; + ( P)’ 
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worm 




- und tg (p — 
l \2 a>CR 


\ooC, 


ist. Die stationare Ladung des Kondensators ist 

q e ==§ i e dt== =4m S ' m ( COt + y’+ ( P— 2)’ 


worm 


CO 

ist. Die freie Ladung und Kondensatorspannmig sind 

t t 

?/=?f(0)e Rc , Vfo = Pfc( o,e RC ■ 

War der Kondensator ungeladen, d. h. q a = 0, so ist 

4m = — 4e«n = — ? M sm ^ + cp — - 
und wahrend des Einschaltvorganges 

8 = ?* + 2>= t -f v + cp — jj — g m sin(y + 

Der freie Strom ist 

V= ^ — fc/ cos ^ e ~^ 

oder da 




n 

¥ e 


"jiO 


(343) 


7M 

CO 


CO 


5(7 


cos («/; -|~ qi) e R c , 


der gesamte Strom 
* = *e + V = *« 8in («)< + y' + 9’) 


mOB 

Er ist im Einschaltmoment (i== 0) 


cos -[- 90 ) e i2Cf (344) 


*( 0 ) : 


sin ( y + y )~~ l i ?t <P) , 


. sin w 

l m 

w cos cp 


und wird dann am groBten, wenn ^ = 90° ist, d. h. wenn in dem 
Augenblick eingeschaltet wird, in dem die Spannung ihre Ampli- 
tude erreicht. Der gr5Bte Wert des Stromes ist also 


Pn 


cos cp R ' 

Da der freie Strom in dem Beispiel S. 265 in 2,7 • 10 “° Sek. 
auf 1 °/ 0 seines Anfangswertes gesunken ist, also bei 50 Perioden in 
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dem l,35-10~ 4 ten Teil einer Periode, ist der stationare Zustand 
sehr schnell hergestellt. 

Dieses Beispiel stellt einen extremen Grenzfall dar, der noch 
dadurch zu berichfcigen ware, dab der Widerstand bei so sclinellen 
Stromanderungen durch die Stromverdrangung (s. Kap. IX) wesent- 
lich erhoht wird, und weil ferner die auch noch so kleine Induktivitiit 
dampfend wirkt. Immerbin zeigt sich, dab beim AnschlieBen von 
Kabeln an das Netz grofie StromstoBe auftreten konnen und die 
Verwendung von Vorschaltwiderstanden oder allmahliche Ladung durch 
stufenweise Erhohung der Maschinenspannung no tig werden. 


86. Stromkreis mit Widerstand, Induktivitiit und Kapazitat 
in Reihenschaltung. 

Pur diesen Stromkreis ist nach Kap. II Gl. 36 


P = Ri+L d ~ + 


idt 

IT 


Wahrend der t)bergangszeifc ist 

% — — } 

und da die Differentialgleichung von dem stationaren Strom i R fiir 
sich erfiillt wird, gilt fiir den freien Strom 


Ri f J t~ L +J-^-==° (345) 


Durch Differentiation erhalt man hieraus 
d 2 if L R dif j if 


'Vi 

dt 2 1 L dt 'L‘~C 

Mr 


o 


(345 a) 


Setzt man in .Gl. 345 V == '^'> 80 er S*kt sich fiir die Ladung des 
Kondensators q f die analoge Glei chung 


d 2 q f R dqf 


di 




+ 


9f 


L dt ' LC 


'■ Q 


(346) 


Der Verlauf von Strom und Ladung ist also von gleicher Art, sie 
unterscheiden sich nur durch Konstante. 

Gl. 345a wird befriedigt durch den Ansatz 

i f =ke yt . 

Setzt man diesen Wert und seine Ableit ungen in Gl. 345 a ein, so ist 

r+b+io- 0 - 
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y hat also die beiden Werte 


R \ 2 _ 1 
2 L) LG 


Es ist hier zu unterscheiden, ob R ==e 2 V a ist - 

1. 1st R > 2^/^ , so sind und y a reell. Die vollstandige 

Losung des Integrals lautet 

^=* ie yi< + (348) 

und die freie Ladung ist 




und sind die aus den Anfangsbedingungen zu ermittelnden 
Konst anten. 

if und klingen nach zwei Exponentialfunktionen ab ; bei denen 

R 

ein Dampfungsfaktor groBer als — , der andere kleiner ist. 

2 L 


2. Ist R = 2 


VI 


Ml 
“ *“ — Vf, 


Fur gleiche Wurzeln lautet die Losung der Differentia] gleichung 
(fiir q f ) 

t 

q f —(k 1 -\-tk^)e ’f L0 (350) 


dt 


: a— y^,(^ + ^o) e ViC - • ( 361 ) 


3. Ist R<C 2 > 80 s; i n( i Yi unc ^ 7a imaginar. Setzt man 

#£““■ ■ ■ • < 362 > 


so ist 


f 1 

LC \Yl) = 

i 

LC' 


y 1 = — (a — jP), 7a = — (« + ?/ s )> 
worin a und reell sind. Daher wird 

q f =k ± -f Jc 2 e -<«+tf>*. 


: cos ^ dh ? P t > 
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wire! 

q f — e~ at (a cos sin t) , (353) 

worm 

a --= k x -{- k,, b— j <k x — kg) 

rooll sind, da der Vorgang reell ist. 

Sotet man in 61. 353 

A V a~ -j- b" , <5 — arctg - , 

so wird auch 

ut A sin (/? t — 1~ S) (353a) 

Dor Strom wird 
dq r 

V d t :;rrr pr, ' t [~ « A sin (/? t -f- d) -f p A cos {p t -|- r5)j (354) 

e~ at A sin arctg -2V . . . (354a) 

Hior vorlaufen also Strom und Ladung nach Sinussohwingungen 

» D 

nut godiimpfter Amplitude. Der Dampfungsfalttor iat «==- , die 

. 2 L 

Kreisfrequonz ist 



Sie .heiBt die Eigen froquonz des Stromkreises. Bei sehr kleinem 
Widerstand 1st sic angonahert gleich der Resonanzfrequenz co 0 fur 
den atationaron Weohselstrom (a. S. 24). Die Konstanten A und d 
aind aus don Anfangsbedingungen zu ermitteln. Da in der GL 354 a 

p 62 *) 


ist, und die Kondensatorspannung ist, sieht man, daB man die 

(J 

Amplituden dor Kondensatorspannung aus denen des Stromes erhalt 


■duroh Multiplikation mit 




Diese GroBe, die die Dimension 


eines Widerstandes hat, wurde bei Leitungen mit verteilter Selbst- 
induktion und Kapazitat als Charakteristik bezoichnet. Hier kann 
sie analog als cjharakteristiseher Widerstand des Stromkreises be- 
Tseichnet warden; ist er kleiner als der halbe Ohmsehe Widerstand 
oder ihm gleich (Fall 1 und 2), so ist der Ausgleichsvorgang 
aperiodisoh, andernfalls, wie wir sehen, oszillierend. Die Phasen- 
veraehiebung zwisehan Strom- und Kondensatorspannung bei oszil- 

o 

lierendem Vorgang ist, wie aus Gl. 353a und 354a folgt, arctg - 
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Beispiele. 

% a) Entladung eines Kondensators. 

Der auf die Spannung P geladene Kondensator wird z. Z. t = 0 
iiber den Widerstand P und die Induktivitat L geschlossen und 
entladet sieh. Wir baben also folgende Grenzbedingungen: 

q aT =P c C, g e = 0, i a = 0, »,= 0 

und die Anfangswerte 

# AO) = Qa (0) $e (0) 

. Vco) = \ (0) (0) = 0 

1. Fiir die aperiodieche Entladung wird nach Gl. 348, in it 355 
fiir i — 0 


hy -f- h o) — - 0 , K 

und nach Gl. 349 



Fig. 199 a. Fig. 199 b. 


Hiermit erhalt man 



. . (357) 
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Kig. IDS) a und b zoigen Entladestrom und Ladling fur 

0 « 10™* Pd., jB = 500'Ohm, L = 0,05 Henry. 

Beido Hind die Diflerenz einer langsani (I) und oilier schnell (II) 
abklingeuden Funktion, boim Strom liaben sie den gleiclien Anfangs- 
wort, daher steigt or von Null an, uiu wieder zu fallen; bei der 
Laclung Hind die Anfangsworte ungloich, ihre Differenz isfc die An- 
fangsladung, sio ninunt orst langtam, dann schnell ab. 

Dor groBto Strom, dor bei Entladung liber einen roinen Wider- 
p 

stand (b. S. 2 (54) £ ist und soforfc nacli dem SchlieBen auftritt, wird 
hior duroh die Induktivitat vorkleinert und verzogert. Es wird 
- 0, worm (h. (11. 35(5) 


ist, odor 


Hiennit int 


y l oJ l ‘=^y. 1 a nt 
gin-yii) < 5'a 

’ 7i 

t — * In ^ . 

n — y 3 7i 


(S‘ l (.ntfi . . yA „, e n-i'a 1,1 n Ji\ 

\ y*j \ yJ 


und in 01. 350 eingesetzt 


R hi/ R* — 4 


:+ y^_4^ 

* l c 




(356 a) 


In dem Baispiel S. 205 wird i n 


wahrend ohne Induk- 


tivitUt i' **» . also 1,32 mal so groB, war. 

500 


2. im Orenzfall R 


fur t 0 j ky ^(oj ^ $ G ? r " 


©rgibt Gl. 355 mit 350 und 351 
n l _ K 




S' 

Jb 
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3. Bei oszillierender Entladung endlich, R < 2 To , erhalt 

man in Gl. 353 a nnd 354a fiir t — 0 

A sin 6 — q f( 0) = P c C 


— a A sin d -f- fi A cos S = i fi0) = 0 . 


Aus der zweiten Gleichung folgt: 


d-- 


■. arctg , sin S - 


P 


V* 2 + /P 


PVlc 


und 


sin d fi 

Hiermit werden Gl. 353a und 354a 


Vi 


q = q f =e~ at ^ sin (ft t -|- arctg | 

P 

i — i f =zer at — c - sin fi t 

1 pL 


d (g> — sin $ 

Dei^ groBte Strom ergibt sich hier, wenn — — - 

& t 

. a P 1 ^ p T 

also wenn tgp t — 1 - oder i = — arctg— — 
a fi a 

worin T die Periodendauer ist. Es wird 


s in fit — sin ( arctg 


, /? 

2. arCtg « 


(360) 

(361) 

= 0 ist, 

ist, 


P 


und 


t 

<*■) y« a 4- /? ! 


: = PVLC 


V: 


^ e -jb arcte 

L 


( 4 ) 


(362) 


Eiir einen widerstandsfreien Stromkreis ware die Stromamplitude 
und ebenso die Ladungs- (bzw. Spannungs-) Amplitude ungedampft 


’Vi • “ 


sie tritt, da fiir R- 


fi 71 

• 0 j arctg — = --- ist, zuerst 

CC a 


a / 4 Period© nach dem Beginn der Entladung auf. Die ursprunglich 
im Kondensator vorhandene Energie \ P c 2 G entladet sich dann voll- 
standig in das Feld der Induktivitat und erscheint dort nach 
*/ 4 Period© als magnetische Energie \im ax L- Jetzt kann der Strom 
nicht mehr steigen, und da die Kondensatorspannung Null geworden 
ist, entladet sich die Induktivitat in den Kondensator usf. 

Ist Widerstand vorhanden, so wird bei jeder Ladung ein Toil 
der Energie in Warme umgesetzt, daher sind die Amplituden ge- 
dampft, der Vorgang klingt ab, und die wahrend des ganzen Vor- 
gangs ©rzeugte Stromwarme ist gleich der ursprunglich im Konden- 
sator aufgespeicherten Energie. 
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Fig. 200 zeigt den Stromverlauf fur 

0 r =10 _6 F. } L = 0 } 5 Henry, J? = 100Ohm. 

Die Periodenzahl ist 

- -- = 224 
2 71 

und der Strom hat die Gleichung 

i — A-,— sin 1400 t . 


5 10 \ 15 20 \ 25 / 30\ 35 *10~ 3 Sek. 



Fig. 200. 


b) Ladung mit konstanter Spannnng. 

Bei der Ladung mit kocstanter Spannung sind die Grenz- 
bedingungen, wenn der Kondensator ungetaden war, 

?a = 0> <le = PC ’ ( lm ==z — %(fi) ==Z — PG ' 

*«==o» i=o, v (0) = o, 

?=?.+?/- » = v 

Diese Bedingungen unterscheiden sich von denon bei der Ent- 
Iadung nur dadurch, daB die freie Ladung zur Zeit t = 0 das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen hat wie dort, und daraus ergibt sich als 
gesamte Ladung nun die Differenz aus der Ladung des Endzustandes 
und der freien Ladung, die genau denselben Verlauf hat wie bei 
der Entladung, wahrend der Ladestrom ebenfalls den gleichen Ver- 
lauf hat wie zuvor, jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen. Bei 
oszillierender Ladung haben die freie Ladung und die Kondensator- 
spannung nack 1 / 9 Period© ihre groBte Amplitude in entgegen- 
gesetztem Sinne wie zu Anfang und addieren sich zum stationaren 
T 71 

Wert. Da wird die maximale Kondensatorspannung 


p * ma *- p \}+* fi )> ' 

d. h. bei kleinem Widerstand, . doppelt so grofi wie die stationare 
Spannung. 

Eraenckol, WechBelstrBme. 2. Aufl. 18 




i 
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Aus dem gleichen Verlauf des Ladestromes und des Entlade- 
stromes folgt wieder wie fur den Stromkreis mit R und C, daB die 
gesamte Stromwarme wahrend der Ladung ebenso groB ist wie bei 
der Entladung, namlich ,gleieb der im Endzustand im Kondensator 
aufgespeicharten Energie \P' 2 G . 

Dies gilt also auch. bei Anwesenkeit einer Induktivitat und 
unabhangig davon, ob der Ladevorgang aperiodisch oder oszil- 
lierend ist. 


c) Ausgleichvorgange bei sinusformiger Spannung. 
Wirkt auf den Stromkreis eine Wechselspannung 
P = P m sin (cot-fv), 

so ist der stationare Strom nach Kap. II S. 22 
i = i m 8in ( cot + V-h < P)> 

worm 




<p = arctg 



R 


cp ist ein Voreilungs- oder ein Verzogerungswinkel, je nachdem 
oPLC kleiner oder groBer als 1 ist. ( 

Die Ladung des Kottdensators ist 


q e = — cos (cot-^yj -j- cp ). 

Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 eingeschaltet, so ist 

*a = °> ?a = °- 

Fitr den Fall des oszillatorisehen Einschaltvorgangs war nach S. 265) 

g f ==e- c ‘ t Asin(fit-\-d) (353 a) 

i f = e-“‘[ — « ^4 sin (/? t -f- <5) + /? J. cos (/J i -j— <5)] . (354a) 

? A 0 )= — 3e ( 0)= ^cos (v + <p)= A sind 

V (0) = — i (0) = — *» sin [y> + <P) = — sin <5 -j-/? A cos <5. 
Somit wird 
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und da 


“*+F=lc- 


, cos ( xp -)- cp ) sin t 


pcvLC 

®i n (v H - <p) s in — artg ~) . . (363) 


p Ylc 

Analog wird fiir die freie Ladung 


2 >=?», e ' 


- at 


■ ~ sin {xp -[- cp) sin ft t 


Typ-, 008 + ( P ) sin {ft 1 + artg , . (364) 


CO 


PYlc 


■p cm G die stationare Amplitude der Ladung ist. 


Hiernach erscheinen die gedampften Schwingungen des freien 
Stromes und der Ladung aus je zwei Teilschwingungen zusanunen- 
gesetzt, die gegeneinander um n — artg ft /a phasenverschoben sind. 

I 

a 


Da 


V jK 2 C 7 


bei schwach gedampften Stromkreisen eine groBe Zabl ist, betragt 
der Winkel fast 90°. 

Die Amplituden hangen toils von (yj + 99), d. h. von dem Augent 
blick des Einschaltens ab und toils von dem Verhaltnis der Eigen- 
frequenz ft zur Netzfrequenz co. Ist der Stromkreis schwach ge- 
dampft, so ist in den zweiten Gliedern in Gl. 363 und 364 im Nenner 
ftYLOC^l. Diese Glieder konnen nicht groBer werden als die 
stationaren Amplituden i m und q m . Die erste Amplitude in der 

R 

GL 363 ist fur cos (ip -{- cp) = 1 angenahert gleich — . Sie wird, 

wenn ft)> <0 ist, um so viel groBer als die stationare Stromamplitude, 
wie die Eigenfrequenz groBer ist als die Netzfrequenz. Fur 
cos (\p -[— cp) = 1 wird die erste Amplitude in der Gl. 364 fiir die 
Ladung Null; sie wird am groBten, wenn sin [xp -f- 9 ?) = 1 ist, und 

zwar ist sie dann 9 ^--. Ist ft<^co, so wird sie um so viel groBer 

als die stationare Amplitude der Ladung, wie die Netzfrequenz 
groBer als die Eigenfrequenz ist. Je nachdem also die Eigenfrequenz 
groBer oder kleiner als die Netzfrequenz ist, treten die groBeren 
freien Schwingungen im Strom und in der Drosselspulenspannung, 
oder in der Ladung und der Kondensatorspannung auf. 

18 * 
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Burch Zusammensetzung der beiden Teilschwingungen in Gl. 363 

nach der Regel 

i -j- i" 3 -j- 2 i' i" cos (cp' — cp") 

wird 

v - piiV 1 + °“*(v +’’) Uw - ') + ili sin 2 (v + 9,) ( 366) 

und analog fiir q f . Differentiiert man nach y>, so erhalt man als 
Bedingung fiir das Maximum der Amplitude 

— sin 2 (y> -f <p) — 1 ) + cos 2 (V + 9?) — 0 

tg 2(y + 9?) = — — — = cotg 95 =tg cp 

—p — u>L V2 

coC 

i ^ <P 

v + (p== ___. 

71 3 9 ? 

yj = ~ 

1. 1st die Eigenfrequenz fi wesentlich groBer als die Netz- 

frequenz co und R klein, so ist <p^:-f*90 0 , und yj d. h. der 

Zeitpunkt fiir den Nulldurchgang des Stromes und der maximalen 
Spannung gibt die groBten Amplituden des freien Stromes. Sie wird, 
abgesehen von der Dampfung und mit der Annaherung 

pVLC^l l-i m . 

Die groBte Amplitude der freien Ladung (und der Kondensator- 
spannung) wird nur ebenso groB wie die stationare Amplitude, bei 
der t)bereinanderlagerung ergibt sich nicht ganz die doppelte Span- 
nung am Kondensator. 

2. Ist die Eigenfrequenz $ wesentlich kleiner als die Netz- 
frequenz co und R klein, so ist <p^— 90°, die groBte Amplitude 
der freien Schwingung ergibt sich beim Einschalten bei ip -j- cp 90°, 
d. h. beim Maximum des Stromes oder beim Nulldurchgang der 
Spannung, die groBte Amplitude tritt hier bei der Ladung auf und 

co 

zwar q ~~r . 

3. Wird endlich mit der Resonanzfrequenz eingeschaltet, so ist 
or LC = 1 und <p — 0. In Gl. 365 fallt das zweifce Glied unter der 

D 

Wurzelfort, das dritte kann sich nur in den Grenzen + andern 

2 00 L 

und ist gegen 1 meist zu vernachlassigen. Die freie Schwingung 
ist damn fast unabhangig von dem Einschaltmoment und der sta- 
tionaren stets entgegengesetzt, so daB ein allmahliches Einschwingen 
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des Stromes und der Ladung ohne "Oberstrome und tTberspannungen 
erfolgt. 

Der wichtigste Fall ist der, daB die Eigenfrequenz hoher als 
die Netzfrequenz ist. Ein Beispiel aus der Starkstromtechnik ist 
das Einschalten eines Transformators an die Unterspannung, an 
dessen Oberspannungsseite ein unbelastetes Kabel angeschlossen ist. 
Das Kabel bildet mit den Streuinduktivitaten des Transformators 
nnd des Generators einen Schwingungskreis. Es sei 

C — 10~° F, L = 0,5 Henry, J? = 30Ohm. 


Die Eigenfrequenz ist 


a 


225, sie ist 


2 n\/LC 

groB wie die Netzfrequenz (50 Per./sek.) und die groBte 


4,5 mal so 
Amplitude 




der freien Schwingung ist hiermit bestimmt. Fig. 201 zeigt das 
Einschwingen des Stromes, wenn beim Nulldurchgang des stationaren 
Stromes, und Fig. 202 wenn beim Nulldurchgang der Spannung ein- 
geschaltet wird. In anderem MaBstab zeigt die zweite Figur auch 
das Einschwingen der Ladung fur # den Einsehaltmoment der ersten 
Fig., nur hat die stationare Ladung ihr negatives Maximum, wenn der 
stationare Strom seine positive Halbwelle beginnt. Die Ladung und 
Kondensatorspannung steigen etwa auf die doppelte Amplitude. 

87. Symbolische Darstellung von Ausgleichstromen. 

Bei konstanten Werten R, L , C fuhrt die Beziehung zwischen 
Strom und Spannung zu einer linearen Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten. Der Ausgleichstrom erscheint als das 
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partikulare Integral der homogenen Differ© atialgleichung (p — 0) 
in der Form 



worin y eine reelle oder komplexe Zahl ist und im ersten Fall ©inen 
aperiodischen, im zweiten einen naeh einer gedampften Schwingung 
verlanfenden Ausgleichsvorgang kennzeichnet. Als Sonderfalle er- 
scheinen hier di© stationaren Strome, fiir y = 0 der Gleichstrom, 
fur y rein imaginar (- {^jco ) der Wechselstrom. 

Um di© Exponenten y des freien Stromes zu bestimmen, kann 
man nun abgekiirzt symbolisch verfahren 1 ). Man ©rsetzt analog 
wi© bei der symbolischen Darstellung stationarer Wechselstrom© di© 


Operation — durch di© Multiplikation mit y, di© Operation jdt 
d t 


durch di© Division mit y und erhalt an Stelle der linoaren Diffe- 
rentialgleichung ©in© linear© algebraische Gleichung. Bei dem sta- 
tionaren Wechselstrom ©rgab sich di© Beziehung zwischen Strom und 
Spannung in der Form 

iz — p, 


worin der „Scheinwiderstand“ z ©in© Funktion von j 0 ) ist. 

Ersetzt man j co durch y, so erhalt man den „ Operator “ fiir den 
freien Strom, der mit Z (r) bezeichnet werde. Da nun fiir don freien 
Strom die Spannung Null ist, muB auch das Produkt i f Z {y) — 0 sein, 
unabhangig davon wie groB i f ist. 

Z( y ) = 0 (366) 

ist die Bestimmungsgleichung fiir y. Die Vereinfachung liogt hier 
darin, daB man zur Ermittlung von y die Differentialgleichung nicht 
aufzustellen braucht. 

Beispiel. Fiir den Stromkreis mit JR, L, C in Reihe ist 


Z iy) R ^yL 0 , 

y* _j y J i- —5 Q 

7 ^ r.yT LC 


L 
R 
2 L 


R_Y 
2 L/ 


7l ' 2 2 L — i'VlC ( 

wie friiher S. 268 fur J?<2"|/ / — gefunden. 


• a 4” j ft 


Die Zahl (n) der Glieder des freien Stromes und die Zahl der 
Konstanten h ist bestimmt durch die Ordnung dor homogenen 
linearen Differentialgleichung, bzw. hier durch di© Ordnung der 
linearen algebraischen Gleichung Z (y) = 0. 


*) s. Heaviside, Electromagnetic Theory, Bd. 2. — Kennelly, Proc. 
Inst. Rad. Engineers 1915. 
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Es stellt sich somit der freie Strom dar in der Form 

v = n 

i f r=^k v e Vrt (367) 

V = 1 


Die Koeffizienten k konnen wie in den behandelten Beispielen aus 
den Anfangsbedingungen des Problems berechnet werden. 

Nach einem Satz von Heaviside 1 ) kann die Summe der er- 
zwungenen und freien Glieder des Yor gangs direkt ermittelt werden. 
Er gilt nieht nur fiir elektromagnetische Zustandsanderungen, sondern 
allgemein fur solche (z. B. auch mechanische), die auf linear© Differential - 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten fiihren. Ein Beweis dieses 
Satzes (der von Heaviside nicht gefiihrt wurde) ist von K. W. Wag- 
ner 2 ) und W. D outsell 3 ) gegeben, wir beschranken uns auf die An- 
gabe der Ergebnisse und verweisen wegen des Beweises auf die Original- 
arbeiten. 

Danach berechnet sich fiir ein System, in dem von der Zeit 
t — 0 an eine in der Folgezeit konstante Kraft P wirkt, der zeitliche 
Verlauf jeder SystemgroBe S durch die Gleichung 



n 

+* 2 ' 

i 


d Z {y) \ 
dy J(y = Y r ) 


. . . (368) 


Z( y) ist der Operator fiir die gesuchte GroBe, den man dadurch er- 
halt, daB man in die Systemgleichungen fiir die veranderlichen 
GroBen Ausdriicke der Form ke yt einfiihrt und alle bis auf die ge- 
suchte eliminiert. Die y v sind die n Wurzeln der Gleichung Z^ y) — 0. 
Z (0 erhalt man durch Einsetzen von y = 0. 

Eine konstante eingepragte Kraft ergibt sich in unserem Falle 
bei Einschaltvorgangen mit Gleichstrom. 

Ist P eine Funktion der Zeit, wie z. B. bei Einschaltvorgangen 
mit Wechselstrom, p m sin(co£ -j- ip), die als imaginarer Teil des 
Ausdrucks eingefiihrt wird, so erhalt man die System- 

groBe als imaginaren Teil des Ausdrucks 


8 


Jicot + y) 
J-m 

Z(jco) 


u 




(y v — j a, 



(y=y v ) 


(368a) 


Beispiele. Fiir den Schwingungskreis hatten wir oben den 
Operator Z fur den Strom angegeben. Beim Eimschalten einer 


*) Electromagnetic Theory, Bd. 2, London 1899. 

2 ) Arch. f. El., Bd. 4, S. 159. 

3 ) Ebenda, Bd. 6, S. 225. 
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Gleichspannung P wird das erste Glied in Gl. 368, da — oo ist, 
Null. Ferner wird fur die beiden Wurzeln y x y 2 

y = yL ^=±2 jfiL 

1 dy yC 

■ P e ~ a * (ei fit _ e -j fit) = e -«t gin pt (s,G1.36l). 


YjjL K '■ l ~pL' 

1st nicht der Strom, sondern etwa die Kondensatorspannung p c 
die gesuchte SystemgroBe, so eliminiert man alle anderen GroBen 
und erhalt den Operator in bezug auf p c 

Z iY) = l+yBC + y*LC. 

Es ergeben sich wieder die gleichen Wurzeln y 12 , hingegen ist 
hier Z (0) — l. In analoger Ableitung wird dann 

Pe~ at f 6\ 

v — P — * sin [St A- arctg — . 

PVLC ' ccj 

Fur das Einschalten einer Spule mit Wechselstrom setzen wir 

R 

Z( Y )= R-\-y L. Z ( y)=0 ergibt nur einen Wert y 1 — — . Daher ist 


(Ti — 7 <») 


dZ' 

L dy. 


R 
L L 


+ 7® 


L = - 


L 

R -(- j io L 


Damit wird in. Gl. 368a 

P m e J ( c " < + v) 


S = 


P m e 


R,, • 


R-A^jcoL R + j co L 


Der imaginare Teil dieses Ausdruckes wird mit — 


Vi2 2 + co 2 ZH 


sin (cot-\-yj — <p) • 


R 

2 L sin (ip — cp ) 


:tg99 


88. Zusammengesetzte Stromkreise. 

Sind zwei Stromkreise parallel an eine Stromquelle geschaltet, 
deren Spannung unabhangig von dem entnommenen Strom ist, so 
wird jeder Ausgleichsvorgang in einem Stromkreis sich so abspielen, 
als ob der andere nicht vorhanden ware, und dieser wird von don 
Vorgangen in jenem unbeeinfluBt bleiben. Ist die Spannung des 
einen Stromkreises dagegen abhangig von den Vorgangen im anderen, 
wie es bei Zweigen zusammengesetzter Stromkreise der Fall ist, so 
wird ein Ausgleichsvorgang in einem Zweige auch einen solchen in 
dem anderen bedingen. 

Als Beispiel betrachten wir die Schaltung Fig. 203, bei der 
zwei induktive Zweige mit einem dritten in Eeihe geschaltet sind 1 ). 


x ) s. Kuhlmann, Arch. f. Elektrotechnik Bd. I, S. 725. 
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Um die Koeffizienten y der freien Schwingungen zu ermitteln, 
schreiben wir den Operator in der dem Scheinwiderstand des 
stationaren Stromes entspreehenden Form 


2j(y) = R -j- yL 


(B 1 + J R a ) + y(A + ^)‘ 


Er wird mit den Abkiirzungen 
R R x — }— R R 2 — j-* R ^ R 2 = q 
LL X + LL 2 + L ± L 2 = l 
B (L x -j- L 2 ) -j- B ± (L„ + L) B 2 (L 1 -f- L ) 

y^X 4- yv -(- q 


=4 


(369) 


£ 


'(y) : 


\R l+ R 2 ) + y( Ll +L 2 y 


Dieser Ausdruck wird Null, wenn der Zahler Null ist. Da 
v 2 4 q X ist, werden beide Wurzeln von y reell, es sind Dampfungs- 
faktoren, die wir mit und cc 2 bezeichnen. 

v q= "VV 2 — 4 q l 

/i,2 = o: i,2— — 23 



Die freien Strome verlaufen aperiodisch, 
schwach gedampft, da fiir den Exponenten a x 
im Zahler eine Difierenz steht. 

Da hier die Anfangsbedingungen leieht zu 
ermitteln sind, soil nur untersucht werden, 
welche Bedeutung den schwach und den stark 
gedampften Teilen der Ausgleichstrome zu- 
kommt. 

Die freien Strome der beiden parallelen 
Zweige sind 

i lf — k x e ait -}-■ h x f e a&t j 
i 2 f— k 2 -| -& 2 "e a ®* J 


der eine Teil ist 


* 


P^nnnr^. 

-winr 


Fig. 208. 


(371) 


Die Beziehung zwischen den Koeffizienten k x und k 2 erhalt 
man, indem man einen Strom durch den anderen ausdriickt. Setzt 
man z. B. einerseits die Spannung fiber RL R l L 1 ffir den freien 
Strom gleich Null, andererseits fiber RL R n L 2 , wobei der unverzweigte 
Strom die Summe ^ so erhalt man symbolisch 

0 = i lf [(B + BJ + a(L + £,)] + i 2f (B + ecL) 

0 = VlX® H - '®*) -\- a {L-\-L^\ + i lf (B-\- aL). 

Hieraus eliminiert man die Glieder mit i lf a, indem man die 
erste Gleichung mit L, die zweite mit (L -j- L t ) multipliziert und 
subtrahiert, es wird 


, _ , RL, + + a(L t L,+LL 1 + LLJ 

hf hf (BL l — B X L) 




Ausgleichsvorgange in quasistationaren Stromkreisen. 
Durch Einsetzen des Wertes von aus Gl. 371 ist 


hf— 


k 2 ' e ai 1 [ RL X + R 2 (L -\~L 1 ) +< « i X] +& 2 " e a * 1 [ RL X + R^ (L -\-L x )~{-a 2 X] 
~ (RL l — R X L) ~ ’ ~ 

v=-v * Ll± §i ^ ] 


V' = — K 




— R 1 L 


worin durch Einsetzen von a x und a 2 aus Gl. 370 und 1 aus Gl. 369 
R (L x — £,) + .ft, (ft + ftj — jB x (ft +ft a ) ± VV 3 — 4 ,o/f 

1 -»~ " 2(RL 1 — R 1 L) ' 

Fur gleiche parallele Zweige ist R x — R 2 , L 1 —L 2 und 
4 4. 4 p i _j_ 

A > 2 - 2{RL X — R X L) ~ 5 

*/== — V und i 1 /, = -fi 8 " • • • (372 a) 
Der unverzweigte Strom ist allgemein 

V“ v+ <1 (V + V) + (V' + 

und flir gleiche Zweige 

i f — 2 k" e 01 * 1 . 

Der schwach gedampfte Ausgleichstrom tritt hierbei in dem 
vorgeschalteten Zweig gar nicht auf, sondern er verlauft lediglich 
als ein Kreisstrom in den beiden parallelgeschalteten Zweigen. In 
dem unverzweigten Stromkreis tritt nur die Summe der beiden 
schnell abklingenden freien Strome auf; hier kann also der Aus- 
gleichsvorgang schon langst abgelaufen sein, wahrend or in den 
parallelen Zweigen fortbesteht. 

Aus den Anfangswerten der freien Strome 

h m = K + K = ~ A K - A K 

*-2 /( 0 ) == ^2 "" l - ^2 


erhalt man 


' A*if(o) 


K" = 


hfmAAhi 


und fur gleiche Stromzweige nach Gl. 372a 

i . / V(« ~V(o) 

3 2 

Z. " *1/(0) + *2/(0) 

3 2 


(373 a) 
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Wird z. B. der ganz© Stromkreis eingeschaltet, so ist fiir gleiche 
Stromzweige 

hm — hm 

und daher ^ t q 

Der langsam ausklingende Toil des freien Stromes, der nur in 
den parallelgeschalteten Zweigen auftritt, fallt hier fort, und es 
bleibt nur der sehnell abklingende Teil. 

War dagegen der eine Stromzweig (l) eingeschaltet und wird 
der zweite dazugeschaltet, so ist fur diesen 

h a (0) = 0 ’ S f{0) ~ Se (0) * 

Dann ist fur gleiche Zweige 

J, ' h a (0) h e (0 ) ~F~ h e (0) h q( 0) 

3 2 2 


b a CO) h«(0) e 2e(0) Z 1 a(0) 

2 ~ 2 2 leC0V 


Die Strome wahrend der Ubergangszeit sind fiir diesen Fall 


he +V = H. + ^1® «“•'* + 

: h e + S f=he — “S® * + 


h_a(0) , 

L 2" 


'1 e (0) 


^le(O) 


e a *t 

e a * 1 . 


Das schwach gedampfte Glied des freien Stromes, das in beiden 
Zweigen entgegengesetztes Vorzeichen hat und in dem vorgeschalteten 
Zweig nicht auftritt, ist hier gleich dem halben Anfangswert des 
Stromes, in dem nicht geschaltet wurde. Dieser Kreisstrom ent- 
spricht einer Ladung des Feldes des zugeschalteten Stromkreises 
durch den schon eingeschalteten; er fallt fort, w r enn die vorgeschaltete 
Impedanz (jR, L) gleich Null ist. 

Enthalten die Stromkreise Eisen, wie z. B. wenn 1 und 2 zwei 
Transform at oren bezeichnen, die iiber eine lange Leitung mit groBem 
Spannungsabfall gespeist werden, so konnen, wie auf S. 262 gezeigt 
wurde, durch Satbigung und Remanenz die StromstoBe beim Schalten 
sehr groB werden. 

Kuhlmann 1 ) beobachtete beim Einschalten eines Transforma- 
tors, daB infolge des StromstoBes nicht nur bei diesem, sondern 
auch bei einem benachbarten Transformator, der iiber die gleiche 
Fernleitung gespeist wurde, der selbsttatige Uberstromschalter aus- 
loste. Wie aus der Berechnung hervorgeht, ist dies dem groBen 
Spannungsabfall in der Leitung und der dadurch hervorgerufenen 
gegenseitigen Beeinflussung der Stromkreise zuzuschreiben. Durch 
Verwendung eines Schalters mit Widerstandsvorstufe lafit sich auch 
hier der StromstoB in zulassigen Grenzen halten. 


x ) 1. c. 
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89. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 

Ein Transformator. Die Transformatorgleichungen lauten sym- 
bolisch: 

• / rk t r \ I • 71/T 'I 

. . . (374) 


p 1 = h (X + r L i) + hr M \ 


\ 


0 = (J? 3 4“ yL. 2 ) -j -i^M ) 


woraus 


(375) 


i x yM 

in die erste Gleichung eingesetzt, den Operator ergibt 

7 (*i + ri'i)(** + ri'*)- r*x* 

Z(Y) ~ + rh 

Fiir endliche Werte des Nenners wird der Ausdrnck Null, wenn 

(L X L, - M*) + y(R 1 L 2 + R 2 L 1 )-\-R 1 R 2 = Q. 

Die beiden Wnrzeln von y sind wieder reell, d. h. Dampfungs- 
faktoren, 

S,L 9 4- R,L l + V(R X L, - R a L , ) 2 + 4 jpTftf 5 , orj „, 

n, 2 = «!.« = 2iL~L~-M*) ' ‘ (d76) 

Die freien Strome sind aperiodisch, ein Teil ist schwach ge- 
dampft, entsprechend der Differenz im Zahler von a x . 

Fur i X f=Tc x e ait Jc x " e ait 

i 2f = k 2 e a i t -\- k” e a ^ 

wird dnrch Einsetzen in GI. 375 


V=-V 


k "~ 


a x M 
~b cc i^ J i 

r ,/_ M 

' 1 R,+a,L,) 


(377) 


Als Beispiel werde das Einschalten des kurzgesehlossenen 
Transformators betrachtet. Hierfiir kann man setzen 
R x = R» = R , L x = = i , 

und die Dampfungsfaktoren in Gl. 376 werden 
_ R (L — M) _ R 


a, > 


Z 2 — M- 
R{L + M ) 


L + M 

R 


R 

8 


(376 a) 


Z 2 — J4 2 Z — Jf 

worin 8 = {L — Jf) die Streuinduktivitat ist. 

Der zweite Dampfungsfaktor ist groB, weil 8 klein ist, der erste 
ist sehr klein. M ist nicbt viel kleiner als L, daher a x etwa halb 
so groB wie der Dampfungsfaktor beim leerlaufenden Transformator. 

In Gl. 377 wird hier 

v=+v> V'=-V- 
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Die stationaren KurzschluBstrome sind i lk(0) und i 2 fc(0) , und 
h f( o) ==: h ic( o) = V ~h k" 


v *f( o) ’ 


Daher 


v= 


^2 fc(0) ^2 “h W' 

^1 fc ( 0 ) ~ j ~ ^ 2 fc ( 0 ) 


k " — l lk( 0 ) Sk(0) 

1 2 


(378) 


und die Ausgleichsstrome 


sr 


i + ^ 
2 




:afe(0)_ c z+M 

l lk CO) ^fe(O) , s 


2 

R t 


^fc(O) 0 L+U 

e 

l lk(0) Ski 0) c s 


(379) 


Die Glieder haben folgende Bedeutung: die ersten schwach 
gedampften Teile sind primar und sekundar gleichgerichtet, ihr 
Anfangswert ist gleich der halben Summe der stationaren Strome, 
d. h. des stationaren Magnetisierungsstromes. Sie stellen die Teile 
der freien Strome dar, die den HauptfluB erzeugen; jede Wicklung 
tragt die Halfte dazu bei. 

Dieser Teil kann durch Remanenz und Sattigung hohe Werte 
annehmen, jedoch nicht so hohe wie bei Leerlauf, erstens weil der 
FluB bei KurzschluB kleiner ist als bei Leerlauf, und zweitens, weil 
die Wicklungen sich unterstiitzen. 

Der zweite Teil des freien Stromes, der in beiden Wicklungen 
•entgegengesetzt gerichtet ist, hangt von der Differenz der beiden 
KurzschluBstrome ab, und da diese um fast 180° gegeneinander 
phasenverschoben sind, ist sein Anfangswert fast ebenso groB wie 
der KurzschluBstrom jeder Wicklung fiir t = 0. Dieser Teil klingt 

.schnell ab. Nimmt man an, daB --- = ~ , also -~=~- ist, so ist 

a>o o o o 

R_ T_ jt 

nach l / 9 Periode e~^^=e 8 =0,35, dieser Teil kann nach Um- 

kehr der Richtung des stationaren KurzschluBstromes diesen nicht 
wesentlich verstarken. Der erste Teil hingegen, der langer andauert, 
kann durch t)berlagerung iiber die stationaren KurzschluBstrome 
sehr hohe StromstoBe und groBe mechanische Krafte zwischen den 
Wicklungen hervorrufen. 

Analog stellt sich die Berechnung fiir einen KurzschluB des 
belasteten Transformators. Hier sind die Anfangsstrome i la(0) und 
■» So( o) durch die Belastung gegeben, man erhalt 
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h f( 0) — = A a (0) A k (0) 

A f{ 0) = ^1 := A a (0) A fc (0) * 

7- / [ A a (0) “t~ A a (0)] lA k (0) A k (0)] 

^ — ' 2 

7, // [A a (0) A a(0) I [A 7c (0) A 7c (0)1 

^ — 2 

Der erste Faktor enthalt hier die Differenz des Magnetisierungs- 
stromes bei Belastung und jenes bei KurzsehluB. Da der FluB bei 
Belastung fast ebenso groB ist wie bei Leerlauf und der bei Kurz- 
schluB klein ist, nahern sich hier die Verhaltnisse mehr denen beim 
Einschalten des unbelasteten Transformators, so daB die StromstoBe 
bei KurzsehluB des belasteten oder leerlauf eu den Transformators 
noch groBer werden konnen als beim Einschalten des sekundar 
kur zge schlos sen en Transformat or s . 

90. Ausschaltvorgange. 

Wir betrachten das Ausschalten des induktiven Strom - 
kreises als Beispiel eines Ausgleichsvorganges mit veranderJichem 
Widerstand. 

Beim Ausschalten eines Stromkreises muB die in ihm auf- 
gespeicherte magnetische und elektrische Energie in eine andere 
Energieform, z. B. in Warme, umgewandelt werden. Hierzu ist eine 
gewisse Zeit erforderlich. Der Strom verschwindet nicht augen- 
blicklich, sondern er bleibt zunachst iiber einen Lichtbogen be- 
stehen, der sich zwischen den Schalterkontakten bildet. Je mehr * 
die Kontakte sich voneinander entfernen, um so groBer wird der 
Widerstand des Lichtbogens, um so mehr wird der Strom geschwacht. 

Eine exakte Beschreibung des Vorgangs rniiBte also von den 
Erscheinungen im Lichtbogen selbst ausgehen, die sich aber nicht- 
analytisch ausdriicken lassen 1 ). Begniigt man sich, die Riick- 
wirkung des Vorgangs auf den Stromkreis zu untersuchen, so kann 
man eine bestimmte Annahme iiber den Widerstand des Lichtbogens- 
machen. Zu Beginn des Vorgangs ist der Widerstand des Strom- 
kreises B, nach einer gewissen Zeit x, der Ausschaltezeit, ist er un- 
endlich groB. Macht man nun fur den Widerstand in der Zwischen- 
zeit nach Arons 2 ) den Ansatz 

B , 

—t ( 38 °) 

x 

x ) Untersuchungen iiber Ausschaltvorgange s. Philippi, Diss., Danzig.. 
Marguerre, ETZ 1912. Hopp, ETZ 1913, S. 33, 1920, S. 748. Bauer, Bulk 
des Schweiz. El. Vereins 1915. Biermanns u. Stern, ETZ 1916. 

2 ) Wiedem. Annalen 1897, Bd. 68, S. 177; ETZ 1899, S. 601. 
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so ist fiir einen induktiven Stromkreis 


di 


R 


Setzt man 
so wird 


dt 


t== xx, 


1 — - 


t 


(381) 


di Rxi 

i 


dt — xdxy 
px 


(381a) 


dx L{ 1 — a;) L 

Die Losung dieser linear en Differ entialgleichung 1. Ordnung ist 

CR r 

— I ~r ; d * / 

0. 0 * 'Ll — X 


Es ist 
daher 


(X- 

JL1 


jnjid=;“ dx+ c} . ( 


(382) 


Rr 


- dx~- 


R 


rln(l — x), 


(* R 


dx -\-C 


. . (383) 


Es ist nun zu unterscheiden, ob die Aussehaltezeit x verschieden 

von der Zeitkonstanten des Stromkreises oder ihr gleich ist. 

R 

Ist zunaehst so wird 

Jti 

_R_ _]R 

J( 1 — x ) L dx — — J (1 — x) L d(l — x) 

L - 


Rx — L 

und mit diesem Wert wird Gl. 383 




25T 


Rr 


Rx — L 

Fur x — 0 ist i — - — 
daher 


(1 — x) -f - C (1 — x ) L . 




pr 


Rx ■ 


i 1 — x ) + K 


px 


Rx- 


Rr 

(1 — x) L ~ 


(384) 


1st zweitens - - = r, so wird Gl. 383 
R 


/ \ V? f dx . _ 

. = ( 1 -»)[y — + 0], 


: ( 1 — *) 


c - 


px 


]n (1 — x) 


Bestimmt man die Integrationskonstante wieder aus 
x = 0, i = i 0 — C, 
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so wird 


= (1— *) 


( 385 ) 


Fur den Verlauf des Stromes ist das Verhaltnis der Ausschalte- 

zeit x zur Zeitkonstante ^ maBgebend. Fiir einen induktionsfreien 

K 


Stromkreis ist L — 0 und daher 


Rx 


oc. Fur diesen Grenzfall 


fiir den L = ~ ist, erhalt das zweite Glied in Gl. 384 die un- 
u R 

bestimmte Form 0*oo, ihr Wert ist Null. Es bleibt das erste Glied 
und der Strom nimmt linear naeh der Glei chung 


(i-*) 


ab. Je groBer die Selbstinduktion ist, um so langsamer verschwindet 

der Strom anfanglich, um so schneller 
muB er , gegen Ende der Aussclialtezeit 
verschwinden. Fig. 204 zeigt den Ver- 
lauf des Stromes nach Gl. 304 fiir das 
Abschalten eines Gleichstromes, fiir ver- 

schiedene Werte von -J - . 



Das schnelle Verschwinden des Stro- 
mes gegen Ende der Ausschaltezeit be- 
dingt sohr hohe Selbstinduktionsspan- 
nungen und dadurch hohe Spannungen 
am Lichtbogen. 

Fiir einen Gleichstromkreis ist pz=i 0 R, und die Widerstands- 

L 


spannung ist nach Gl. 384 und 380 fiir --^x 


(! — *)■ 


i R - 


■v- 


Rx 


(i- 




und fiir 


R' 


■ x nach Gl. 385 
iR = p(l — x) 


L 

Rx 


jRx 

, +T ln 


1 

1 X 


Der Widerstand- des Lichtbogens ist 
R _ Rx 


R : = 


1 — X 
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(386) 


i p l ist auBer fur L — 0 am Ende der Schaltzeit groBer als die Netz- 
spannung, um so mehr, je groBer die Zeitkonstante ist. Ist dies© 
gleich oder groBer als die Ausschaltzeit, so ergibt die Rechnung 
Pj — oo, was dahin zu deuten ist, daB der Lichtbogen stehen bleibt 
und die Ausschaltzeit verlangert. Sie ist daher keine Konstante 
eines Schalters, sondern von den GroBen des Stromkreises abhangig. 

Die hoben Selbstinduktionsspannungen beim schnellen Aus- 
schalten gefahrden die Isolation der Leitungen. Magnet wicklungen 
werden oft nicht direkt ausgeschaltet, sondern erst iiber einen Wider- 
stand geschlossen. 

Nnn hat jeder Lichtbogen in gewissen Grenzen eine labile Charak- 
teristik, seine Spannung wird mit abnehmendem Strom groBer. Der 
Abschaltvorgang bei Gleichstrom spielt sich daher so ab, daB beim 
Entfernen der Kontakte die Lange des Lichtbogens und seine 
Spannung soweit vergroBert werden, bis infolge des sinkenden Stromes 
die Spannung zur Aufrechterhaltung des Lichtbogens nicht mehr 
ausreicht. Durch geeignete Formgebung des Schalters (z. B. als 
Hornerschalter) wird erreicht, daB der Lichtbogen durch Warme- 
auftrieb und dynamische Wirkung sich selbst verlangert. Hauftg 
wird der Ausschaltvorgang durch Blasmagneten beschleunigt, um 
den Abbrand der Kontakte zu verringern und allzu lange Licht- 
bogen zu vermeiden. 

Grundsatzlich verschieden ist der Vorgang bei Wechselstrom. 
Dieser hat nach jeder Halbperiode einen Nulldurchgang, dabei er- 
lischt der Lichtbogen. Gelange es, das Abschalten so zu gestalten, 
daB vom Augenblick des Offnens des Schalters der Strom nach seiner 
betriebsmaBigen Sinuskurve bis zum nachsten Nulldurchgang ver- 
lauft und der Lichtbogen danach nicht wieder ziindet, so konnte 
keine groBere Selbstinduktionsspannung entstehen als die stationare 
Fraenckel. WechselstrSme. 2. Aufl. 19 


Daher die Lichtbogenspannung fiir die beiden Falle 


x — x (1 — x) 
Rt X 1 

r ‘“' R i 


(St 


R-l 


und 


L , Rr. 1 
^ = ^^1 + — In — 


Am Ende der Schaltzeit, x — 1, ist 

fiir^<T p t = 


V 


R 

L 

R 


i R 

1_ r 


>T p t =0 O 
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Amplitude i m coL . Meist findet aber nach dem Nulldurchgang des 
Stromes ein Neuziinden statt, um so eher, je groBer die momentane 
Spannung beim Nulldurchgang des Stromes, d. h. die Phasenver- 
scbiebung ist. Ein Wechselstromlichtbogen dauert daher im allge- 
meinen wahrend mehrerer Perioden an, bis die Schalterpole soweit 
voneinander entfernt sind, daB die Neuziindung nicht mehr erfolgL 
Bei hohen Wecbsolspannungen wird der Liehtbogen in Luft auBer- 
ordentlich lang, man verwendet daher meist Olschalter, bei denen 
die Kontakte und der Liehtbogen durch das Ol gekiihlt werden 
und die Ziindspannung betrachtlich hoher liegt, so daB der Licht- 
bogen weniger lange andauert, als bei Luftsehaltern. 

Die Gefahr hoher Ausschaltiiberspannungen bei Wechselstrom 
besteht moist nur beim Ausschalten schwacher Strome in stark in- 
duktiven Kreisen, z. B. des Leerstromes eines Trans format ors oder 
Induktionsmotors, weil bei schwachen Stromen und groBer Schalt- 
geschwindigkeit der Liehtbogen schnell labil werden und den Strom 
schon in der ersten Halbperiode zu einem schnelleren Abfall bringen 
kann, als der Sinuskurve entspricht. Je steiler dieser Abfall gegen den 
beim betriebsmaBigen Nulldurchgang, um so hoher die t)berspannung. 

Bei Induktionsmotoren trennt man die Statorwicklung nur 
vom Netz, wenn der Laufer iiber einen Widerstand geschlossen 
ist. Beim Leerabschalten von Transformatoren verwendet man oft 
eine Widerstandsvorstufe. Sie ist so zu bemessen, daB fur beide 
Schaltstufen der Liehtbogen etwa gleich lang wird. Der Liehtbogen 
der Vorstufe liegt dem Vorschaltwiderstand R parallel; ist seine Ziind- 
spannung e 2l ^>i^R, so kann er nicht mehr entstehen. i' m ist der 
Leerstrom bei vorgeschaltetem Widerstand. An der Hauptstufe be- 
stehfc beim Nulldurchgang des Stromes die Spannung / p m sin 99 , der 
Liehtbogen ziindet nicht mehr, wenn die Ziindspannung e s2 >> p m sin <p 
ist. Es soil daher i^R^:p m ^(p sein, und da die beiden Span- 
nungen um 90° phasenverschoben sind, soil jede etwa 70 °/ 0 der 
Netzspannung betragen. Den Strom %' entnimmt man der Magneti- 
sierungskurve fur 0,7 p und bemiBt den Widerstand so, daB i'R rv 0,7 p 
wird. Er ist wesentlich groBer als der zur Vermeidung des Einschalt- 
stromstoBes. 

Beim Abschalten groBer Strome, z. B. beim Unterbrechen eines 
Kurzschlusses, beanspruchen die thermischen und dynamisehen Vor- 
gange im Schalter selbst das iiberwiegende Interesse. Die im Licht- 
bogen auf geringem Baum verzehrten groBen Energiemengen werden 
teils zur Zersetzung des Oles, teils zum Schmelzen und Verdampfen 
der Elektroden und des Oles verbraucht. Der in sehr kurzer Zeit 
vor sich gehende Verdampfungs- und Vergasungsvorgang bedingt eine 
betrachtliche Drucksteigerung. Die Vermeidung des Herausschleuderns 
von brennendom Ol und des Austritts von Bauch, die zu Brandon 
und Oberschlagen fiihren, stellen hohe Anforderungen an die 
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Schalterkonstruktion. Um die schadlichen Wirknngen des Licht- 
bogens bei groBen Stromen zu reduzieren, ist anzustreben, die Neu- 
ziindung nach dem ersten betriebsmaBigen Nulldurchgang zu ver- 
hindern. Da bei hohen Spannungen auch eiu sehr langer Licht- 
bogen doch nur einen kleinen Teil der Spannung aufnimmt, kami 
er den Verlauf eines groBen Stromes nicht wesentlich beeinflussen, es 
besteht bei groBen Stromen weniger Gefahr des vorzeitigen AbreiBens 
und der Uberspannungen. Daher hat es auch keinen Zweck, den 
Lichtbogen langer bestehen zu lassen. 

Durch besonders hohe Ausschaltge^chwindigkeiten (Schnellkon- 
takte) und intensive Kiihlwirkuug des Oles sucht man zu erreichen, 
die groBten Strome in 1 / 2 Peri ode zu unterbrechen. 

Besondere Eigenschaften zeigt das Ausschalten eines Kon- 
densators. Erlischt der Lichtbogen beim betriebsmaBigen Null- 
durchgang des Ladestromes, so haben die Ladung und Spannung p m 
gerade ihren Hochstwert. Der Kondensator behalt seine Ladung bei, 
die Netzspannung setzt ihre Schwingung fort und erroicht nach 
1 / 2 Periode ihren Hochstwert entgegengesetzter Richtung — p m . Hier 
besteht am Schalter die doppelte Spannung — die zur Neu- 
ziindung fiihren kann, falls sie nicht schon vorher eintrat. Erfolgt 
die Ladung des Kondensators in Schwingungen (mit der Induktivitat 
der Zuleitung), so schwingt seine Spannung auf etwa die doppelte 
Einschaltspannung ( — 4 p m ) von ihrem Anfangs- wert -j- p m an, er- 
reicht also nahezu die dreifache Amplitude. 

Diese Riickziindungen treten haufig beim Abschalten von leeren 
Leitungen und Kabeln auf, zur Verminderung d'er dadurch ent- 
stehenden Uberspannungen verwendet man einen Schalter mit Wider- 
standsstufe. 

Beim ErdschluB einer Leitung fallt ihre Spannung gegen 
Erde auf Null, die der anderen Phas *n steigt auf die Linienspan- 
nung. Durch die ErdschluBstelle flieBt der Ladestrom der Teil- 
kapazitaten gegen Erde der nicht geerdeten Phasen unter Linien- 
spannung, der sogcnannte ErdschluBstrom. Bei jedem Neuziinden 
wird das Netz in starke Schwingungen verse bzt. Die hierbei auf- 
tretenden t)berspannungen, und die groBen Ausdehnungen, die ein 
solcher intermit tie render ErdschluB lichtbogen annimmt, wobei 
er oft auf andere Leitungen iiberspringt und zum KurzschluB' 
fiihrt, machen ihn gefahrlich. Das vorziiglichste Mittel zu seiner 
Unterdriickung ist die ErdschluBdrosselspule von Petersen 1 ), 
die zwischen den Nullpunkt des Stromerzeugers oder Tran format ors. 
und Erde geschaltet ist; sie nimmt unter Pha-enspannung gerade den 
ErdschluBstrom auf, so daB die ErdschluBstelle davon entlastet ist- 

x ) s. ETZ 1919. S. 5. 


IQ* 



Vierzehntes Kapitel. 

Aiisgleichsvorgange in nicht stationaren 
Stromkreisen. 


91. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. — 92. Freie 
Schwingungen bei offener oder bei kurzgeschlossener Leitung. — 9B. Reflexion 
der Wellen an Widerstand, Induktivitat und Kapazitat. — 94. Reflexion 
an der tfbergangsstelle von Leitungen mib versehiedener Charakteristik. — 
95. Widerstand, Kapazitat und Induktivitat an der t)bergangsstelle von zwei 
Leitungen. — 96. Verzerrte Wellen. 

91. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. 

Die im letzten Kapitel untersuchten Ausgleichsvorgange in elek- 
trischen Stromkreisen beschrankten sich auf die Falle, bei denen wir 
die elektrischen und magnetischen Felder je fur sich in bestimmten 
Teilen des Stromkreises bestehend, d. h. Induktivitat und Kapazitat 
in diesen Teilen konzentriert, annehmen konnen. 

Diese Annahme setzt voraus, daB in jedem Augenblick in jedem 
Punkt des betrachteten Teiles des Stromkreises der gleiche Zustand 
und die gleiche Zustandsanderung herrschen, oder, daB die Zeit flir 
die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung iiber den ganzen 
betrachteten Teil des Stromkreises verschwindend klein ist gegen die 
Dauer der Zustandsanderung selbst. 

Im folgenden untersuchen wir die wesentlich schneller verlaufende 
Fortpflanzung einer Zustandsanderung von einem Punkt des Strom- 
kreises zum nachsten, d. h. Stromkreise, bei denen der Zustand von 
Punkt zu Punkt sichandert, und bezeichnen sie als nicht stationary 

Die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung geht nach 
der Maxwellschen Theorie der Elektrizitat durch elektromagnetische 
Wellen vor sich, die sich nach alien Richt ungen im Raum ausbreiten. 
Ihr nutzbares Anwendungsgebiet ist die Funkentelegraphie. Sie bieten 
aber auch fiir die Starkstromtechnik Interesse, weil hier als ihre 
Folge gewisse tjberspannungserscheinungen auftreten, die Schutzmafl- 
regeln erfordern. 
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Wir betrachten hier den Sonderfall der Fortpflanzung von 
ebenen elektromagnetischen Wellen, d. h. solche elektromagnetische 
Felder, bei denen die elektrischen und magnetischen Kraftlinien in 
einer Ebene verlaufen. Dieser Fall liegt bei Freileitungen und Kabeln 
vor. Die magnetischen Kraftlinien umschlingen die Leiter in der- 
selben Ebene senkrecht zur Leiterachse, in der die elektrischen Kraft- 
linien von einem Leiter zum anderen und zur Erde verlaufen. 


Nun ist nach dem Poyntingschen Satz der Vektor des Energie- 
flusses proportional dem Produkt aus elektrischer und magnetischer 
Feldstarke und dem Sinus des Winkels zwischen ihnen, und er ist 
senkrecht zu ihnen gerichtet. Die Richtung des Energieflusses ist 
die Fortpflanzungsrichtung der elektromagnetischen Welle, ebene 
Wellen von Freileitungen und Kabeln pflanzen sich nur in einer 
Richtung, der Richtung der Leiterachse fort. 

Eine geringfiigige Abweichung von der ebenen Beschaffenheit 
weist das Feld einer Leitung in der Nahe der Leiter auf. Weil die 
Leiter nicht unendlich groBe Leitfahigkeit besitzen und das Dielek- 
trikum kein vollkommener Isolator ist, stromt ein Teil der Energie 
in den Leiter, ein Teil bleibt im Dielektrikum. 

Fur die Berechnung legt man nun, wie fur die Darstellung der 
stationaren Verteilung der Strome und Spannungen auf Leitungen 
(s. Kap. XI) gleichmaBig verteilte Induktivitat, Kapazitat, Widerstand 
und Ableitung zugrunde. 

Die Ubertragung dieser von dem stationaren Zustand abgeleiteten 
GroBen auf den nicht stationaren Zustand gibt, wie nahere Unter- 
suchungen zeigen 1 ),* fiir ebene Wellen formed richtige Resultate. 

Wir gehen daher von der Doppelleitung aus und suchen fiir 
ihre Differentialgleichungen (Kap. XI Gl. 206 u. 207) das allgemeine 
Integral. Es ist 


dp 

dx 


Ri + L 


di 

dt 


(387) 


< 388 ) 


Differentiiert man jede Gleichung nochmals nach 
die andere ein, so wird 


t? — XAp + (OX + LA)^+£Cj-? 
^EA i + (CE + LA)^+LOg 


x und setzt 


. (389) 
. (390) 


*) s. Mie , Ann. d. Phys. 1900, S. 201. Cohn, Elektromagn. Feld 1900 
S. 449. Abraham, Phys. Zeitschr. 1901, S. 329; 1905, S. 174. 
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Beide Gleichun gen haben dieselbe Form, wir brauchen daher 
nur eine zu betrachten, z. B. die fiir die Spannung p. 

Sie laBt sieh so umformen, daB der erste Differentialquotient 
nach der Zeit nicht mehr vorkommt, wenn man setzt: 

P=Ue~ at , (391) 


worm U eine Funktion des Ortes und der Zeit ist. Hiernach wird 
dx 1 dx- 

^ = — c-“ 4 — aVe~ at 
dt dt 

d-p d-U at _ 2a S£ 

** dt 1 


dt 2 dt 2 
und hiermit wird Gl. 389 


~ = U [R A — a (OR -f LA) -f- a*LC] 
-\-~\CR-\~LA — 2 aLC] -f- LC 


3U 


Hierin wird der Faktor von —— Null, wenn 

dt 


1 

U ~~ 2 

ist, der Faktor von V ist dann 


B A 
L C. 


RA — u(CR + LA) + u-LC^ — LC 1 -'\ R ] r — ~ 


(389a) 


worm 


<3 - 


R 

L 


A 

C J 


ist. Gl. 389 a erhalt hiermit die Form 

EE = EE LC - 

dx 2 dt- L ° 


U Sr LC 


. (392) 
-LCS-, 

. (393) 

. (389 b) 


Da unsere Rechnung beziiglich derVerluste nur eine Annaherung 
ist, so beschranken wir uns von vornherein auf den fiir Starkstrom- 
leitungen nicht sehr von der Wirklichkeit abweichenden Fall, daB 
<3 = 0 ist, oder nach (393) 

R:L = A:C ........ (394) 

d. i. nach Kap. XI S. 198 die verzerrungsfreie Leitung. 

Dann lautet Gl. 389 b 

d 2 U d 2 U rn 
dx 2 dt 2 L ’ 
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und mit der Abkiirzung 


LC=K 

tr 

. . . . (395) 

?PU -&U 

. . . . (396) 

CO- 

~l 

II 

<5 

Li 

QO | < 


' Die Losung dieser Differentia] gleichung ist von d’Alembert 
fur die schwingende Saite angegeben, sie lautet allgemein 

U = f 1 (x-vt)-j r f t (x -f vt) 1 ), .... (397) 

worin f x und f 2 vorlaufig noeh willkurliche Funktionen des Ortes 
und der Zeit sind, die noch naher zu bestimmen sind. 

Hiermit wird nacb Gl. 391 

p = e— at [f i (x — vt) vt)] • • • (398) 

Setzen wir diesen Wert in GL 388 ein, so wird 

- Yx = Ae ~ at & + ~ “ Ce ~ at {f > + + Ge ' at [~ V ^c+ V ^_ 

Fur die Annahme (394) S — 0, sind die ersten beiden Glieder rechts 
entgegengesetzt gleich und heben sicb fort; setzt man im dritten 
Glied den Wert fiir v aus (395) ein, so wird mit 


1 



i = ^~e~~ at [fi(x — vt) — fo{x vt)\ . . (399) 

Die beiden willkiirlichen Funktionen f x und f 2 stellen zwei mit der 
konstanten Geschwindigkeit v fortscbreitende Wellen von unver- 
anderter Gestalt dar. f x wandert in Richtung der zunehmenden x 
denn die Funktion hat nach einer Zeit dt an einer um dx = vdt 
entfernteren Stelle wieder die gleichen Werte wie z. Z. t an der 
Stelle x, das gleiche gilt fiir / 2 , wenn wir sie um — dx — vdt ver- 
schieben. 

Nach Gl. 398 und 399 ergibt sich die Spannung als Summe, 
der Strom a]s Differenz von zwei in entgegengesetzter Richtung 
mit konstanter Geschwindigkeit wandernden Wellen, die bei der 
Fortpflanzung ihre Gestalt nicht andern, aber, wie der Faktor e~~ at 
zeigt, mit der Zeit abklingen. Jede Welle des Stromes ist der im 
gleichen Sinne wandernden Spannungswelle proportional, sie ergibt 


*) Man kann die Richtigkeit der Losung dureh Differentiation jeder der 
beiden Funktionen erkennen. Fs ist z. B. fiir f x 

d lft = =f"(x-vt) 

dx 2 d(x — vtf . 

Pfi 8 2 f J (x — vt ) (d(x — vt)\ 2 ., 



d 2 fi (x — vt) 

dx 2 

d(x — vtf 

sVi_ 

d 2 f x (x — vt) 

dt 2 

und analog fur / 2 . 

d(x — vt) 2 


— =»Vx" (*-«*), 
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sich aus ihr durch Multiplikation mit VI , d. h. mit dem reziproken 

Wert der Charakteristik oder des Wellenwiderstandes (s. S. 198) 



Jeder elektrische Vorgang auf der Leitung laBt sich durch zwei 
derartige Wellen darstellen; ihre Form ergibt sich aus den Grenz- 
bedingungen des Problems. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist 

1 _ _c__ 

v ~ Vlg~Y^ 

worin c = 3 • 10 5 km/sek*" 1 die Lichtgeschwindigkeit ist. Bei Frei- 
leitungen (e— l^u — 1) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich 
der Lichtgeschwindigkeit, bei Kabeln ist sie umgekehrt proportional 
der Quadrat wurzel aus der Dielektrizitatskonstante. 

Der Zustand auf einer Leitung wahrend eines Ausgleichsvorganges 
ergibt sich wieder durch Zusammensetzung der stationaren Werte 
( P e 5 %) und der freien Schwingungen (p f , i f ) von Strom und Spannung, 
die den Ubergang von dem Anfangswert zum Endwert vermitteln 

P = Pe + Pr * = i . + V ( 40 °) 

Sind im Augenblick der Zustandsanderung (t — 0) die stationaren 
Anfangswerte p a{0 ), i a ( o)> die stationaren Endwerte p e(0 ), i e ( o)> 80 ©r- 
fordert der stetige Ubergang fiir die freien Schwingungen P/(o), V(0) 

Va (0) r= Pe (0) “f~ Vm 3 i a (0) = (0) if (0) • • (401) 


92. Freie Schwingungen bei offener oder beikurzgeschlossener 

Leitung. 

1* ]Das Finschalten einer offenen Leitung mit Gleichstrom. 

Eine Leitung von der Lange l werde zur Zeit t — 0 an ihrem 
Anfang (# — 0) an eine Quelle konstanter Spannung P geschaltet, 
wahrend ihr Ende (x — tj oflen ist. Wir sehen zunachst von der 
Buckwirkung der Einschaltvorgange auf die Stromquelle ab 1 ). Vor 
der Zeit f = 0 ist der Anfangszustand fiir die ganze Leitung 

a === 0 > \ = 0. ...... (402) 

der stationare Endzustand ist 


:0 . 


. (403) 


« Eme be } 1 ^ 1 g e Stromquelle wiirde bei dem auftretenden Ladestrom 

™ if ha J lten> man kamx sich aber vors tellen, daB durch groBe 

paraUelgeschaltete Kondensatoren die Ladung abgegeben und die Spannung 
praktisch konstant gehalten wird (s. auch S. 326). ™ 
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Die Anfangsbedingungen fiir die freie Schwingung sind daber 
Pm — Pa (0) - Pe (0) = — 

Vo o) — V (0) — *’«( o) = o . J 

Diese Bedingungen setzen wir in die 61. 398 und 399 
P f — at [f x (* — vt) + f a (z + vt)] 


V 


[fi (* — vt) — f 2 (a; -f- «*)] 


(404) 


fiir t = 0 ein, und es ergibt sich 

/iW-f Ui x )=— p > fi (*) — A (*) = o , 

daher fi (*) = A (*) = — § P (405) 

Die Wellen (a;) und /* 2 (a?) sind ihrem Betrag riaeh gleich groB, und 
haben zur Zeit t — 0 iiber die ganze Lei- 
tungslange den konstanten Wert — | P (s. 

Fig. 205 a). 

Welche Gestalt haben nun die Wellen 
in den folgenden Zeiten wahrend ihres Fort- 
schreitens? Hieriiber gibt uns die Reflexion 
an den Leitungsenden . AufschluB, die aus 
den dort herrschenden Bedingungen zu er- 
mitteln ist. 

a) Am Leitungsanfang soil nach Voraus- 
setzung P = konst., d. h. ^=0 sein, also 
ist nach Gl. 398 fiir x=0 

fi (0 — v t) = — f 2 (0 -f v t) . 

Dies bedeutet: die vom Anfang fortziehende Welle (f ± ) ist am Lei- 
tungsanfang ebenso groB wie die einfallende hat aber entgegen- 
gesetztes Vorzeichen. Man betrachtet die Fortsetzung der vom 
Anfang fortziehenden Welle f x als Reflexion der dort einfallenden 
Welle f 2 und erhalt: Die einfallende Welle f 2 wird am Leitungsanfang 
unter Umkehrung des Vorzeichens reflektiert. 

b) Das Leitungsende ist offen, dort ist ^=0, und nach Gl. 399 
wird fiir x — l 

fx (l v f ) == A (} v > 

was wir wieder so deuten, daB die am offenen Ende einfallende 
Welle f x mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird. Fig. 205b zeigt 

cc 

die beiden Wellen, nachdem sie um eine Strecke x in der Zeit t — — 

v 

gewandert sind, wobei von ihrer Verkleinerung durch die Dampfung 
vorerst abgeSehen ist. Die Welle f x zeigt an der Stelle x einen 
Sprung um die voile Spannung P, der von der Reflexion der 
Welle f 2 am Anfang herriihrt. Unter Beriicksichtiguug der Dampfung 

X 

ist er Pe” a ¥. 
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Dieses Bild schreitet nun bis zur Zeit ^ = — vorwarts, dann 

hat der Spannungssprung der Welle f ± das Leitungsende erreicht, 
und da /j hier mit gleichem Vorzeiehen reflektiert wird, hat nun 
von hier ab auch f 0 einen analogen Spannungssprung, der nach dem 
w 21 

Leitungsanfang wandert und diesen zur Zeit t 2 = ~ erreicht. Man 

erkennt, daB jede Welle ihr Vorzeiehen nach dem zweimaligen Durch- 
laufen der Leitungslange umkehrt. Die voile Periode des Vorgangs, 
die zwei entgegengesetzte Riehtungswechsel in jeder Welle umfaBt> 
ist doppelt so groB, namlich 

t = — — (400) 

V 

Eine einseitig offene Leitung schwingt in Viertelwellenlangen. Die 
resultierenden Werte von Strom und Spannung der Leitung ergeben 

o i o i sich nun durch Addition der 

t=o ~ \ JZ. stationaren und der freien 

— Werte: 

■•fi— m j— bb JZ'L- 

gang fiir 8 Augenblieke im 

■Iliffllll illllllllllllll Abstand von Vs Periocl ° writer 
* m f -Mlffilffllllllll,, .. flllilMllIHlii Vernaehlassigung der Damp- 

L “ ; * 1 fung aufgetragen. In dor 

H ersten Viertelperiode wandert 
I eine resultierende Spannungs- 

A — i welle von der H5he £ und 

~ ein Ladestrom i — bis 

/j 

|" HI II II I | zum Ende der Leitung und 

t^z | ^ 1 1 j: speichern in dem elektromag- 

* liiiiiiiniiitintiiiiiiniiiM M ^ 1. ~ .. 1 netischen Felde der Leitung 

j|r m j| j|||||j|m gleicbgroBe elektrisch© und 

magnetische Energien 

I r— i W e = i P 2 ci — Wn— 1 1 1 LI 


auf. Die Gleichheit folgt 
daraus, daB i = P^/ ^ ist. 
Die Stromquelle fiihrt die 

pt 

momentane Leistung P % = — 

zu. Am offenen Leitungsende 
kann der Strom nicht be- 


Spannung. 


Fig. 206. 


Strom. 
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stehen, die Stromwelle wandert in der zweiten Viertelperiode zuriick, 
wobei das magnetische Feld seine Energie in das elektrische Feld 
entladet, wahrend gleichzeitig die Stromquelle ihre konstante Leistung 
waiter liefert. Diese wird nun aber nur in dem elektrischen Felde 
der Leitung aufgespeichert, wobei die Spannung der Leitung zunachst 
am Ende und dann riickwarts schreitend bis zum Anfang auf den 
doppelten Betrag steigt, und am Ende der zweiten Viertelperiode 
ist in der Leitung die 4fache elektrische Energie aufgespeichert 
wie zuvor. Da am Leitungsanfang die Spannung konstant gehalten 
wird, entladet sich die Leitung in der dritten Viertelperiode in die 
Stromquelle zuriick, der Entladestrom wandert vom Anfang der Lei- 
tung zum Ende unter Ausbildung eines magnetischen Feldes von ent- 
gegengesetzter Richtung wie zuvor, dessen Energie ebenfalls aus dem 
elektrischen Felde kommt, wobei die Spannung auf P abnimmt. In 
der vierten Viertelperiode entladen sich die magnetischen und elek- 
trischen Felder der Leitung in die Stromquelle, und am Ende der 
Periode ist die Leitung strom- und spannungslos. 

Das Spiel wiederholt sich von neuem, jedoch werden durch die 
Verluste die Wellen gedampft und klingen aus, bis schlieBlich die 
Leitung die konstante Spannung P hat. 

Der EinfluB der Dampfung auBert sich zunachst darin, daB die 
groBte Spannung, die zuerst am Leitungsende nach 1 / 4 Periode auf- 

tritt, nicht 2 P sondern p(l-j-e a v ) ist. 

Quantitativ ist die Dampfung schwer einzuschatzen, da es fraglich 
ist, welcher Wert des Widerstandes fiir diese hohen Frequenzen ein- 
zusetzen ist, und weil unsere Annahme der Verzerrungsfreiheit nicht 
immer zutrifft. Setzt man fur R den Gleich strom widerstand ein, so 
findet man fiir Freileitungen den Wert a — R:L zwischen 150 und 
250., Fiir einen Mittelwert <£ = 200 ist bei einer Leitung von 
l = 15 km mit v = 3 • 10 5 km • sek -1 

— a — — 0,01 

e v =e 5^0,99. 

Bei Kabeln ist die Dampfung groBer wegen der kleinen In- 
duktivitat und weil v kleiner ist. Schatzen wir cc 5mal so groB und 
v halb so groB wie oben, so wird fiir ein ebenso langes Kabel 

— a L — 0,1 
e v = e =0,905. 

Die Spannung am Leitungsende ware also in diesem Falle nach 
x / 4 Periode 1,905 P; nach 3 / 4 Perioden fallt sie dorb nicht auf 0, 

sondern auf p(l — e 0 = p(l — e ’ ) = 0,26 P usf. 

Fig. 207 zeigt, wie unter Beriicksichtigung der Dampfung die 
Spannung sich am Leitungsende einschwingt und ein analoges Bild 
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laBt sich fur jeden Punkt der Leitung konstruieren. 

Fiir die Isolation muB man mit der doppelten Betriebsspannung 
rechnen. 


2. Das Einschalten einer offenen Leitung mit Wechselstrom. 

Aus Kap. XI ist bekannt, daB im stationaren Zustand sich eine 
Sehwingung einstellt, die wir darstellen konnen durch 

V {e y 


P(ey =PmM + (407 ) 


wobei die Amplituden p m(x) und i m(x) sowie die Phasenwinkel 

und (p (x) Funktionen des Ortes sind, 
die aus dem Spiralendiagramm 
Fig. 152 Seite200 ermittelt werden. 
Fig. 149 Seite 192 stellte dieStrom- 
und Spannungsverteilung fur ein© 
verlustfreie Leitung dar. 

Schaltet man nun z. Z. t — 0 
den Anfang der Leitung an eine 
Spannung 


P 

1 


0 V 2V 3Z 

Pig. 207. 

p = p m sin(<w«-)-v>), 
so ist der Anfangszustand vor Beginn der Zeitrechnung 
Pa=0, *a=0; 

der stationare Endzustand fur t = 0 ist nach Gl. 407 
Pem — Pm(x) sin Vte) , i e io) — i m ( X ) sin cp^ , 

daher fiir die freie Sehwingung fiir t = 0 

Pm = — Pe( 0 ) = — p m w sin V{x) = (a:) -f (*) 

V(0) = — »,( 0 ) = — i m(x) sin cp {x) = 1 [f x (*) — f a O)] 
und die beiden Wellen /j (x) und f 9 ( x ) sind z. Z. t = 0 

f (*) = - 1 [ Pm(x) sin V(x) + Zi m(x) sin cp { J 
h W = ~ I [P m(x) sin V(x) —Zi mix) sin <p (x) ] . 

, nr . Dl ® J°; m der beiden Wellen f x und f 9 ergibt sich hiemach 
durch Addition bzw. Subtraktion der stationaren Strom- und Span- 
nungsverteilung z Z. t = 0. Praktisch erfolgt das Einschalten stets 
durch emen Emschaltfunken im Augenblick der Spannungsamplitude. 

End. oJe^„ S““g" d ” We ““ “ 8 ‘ W b “ d “ *”> 

fur x = Q, p f = 0 5 fiir x = l, i f =0. 

Leitnnlt a J Ste ergibt wieder Reflexion der am 

Leitungsanfang emtreffenden Welle f 9 mit umgekehrtem Vorzeichen, 
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die zweite eine Reflexion der am Leitungsende eintreffenden Welle 
f ± mit gleichem Vorzeichen. 

Das Bild des Einschaltvorganges hangt nun sehr von dem Ver- 
haltnis der erzwungenen Frequenz f zur Eigenfrequenz f ei der Leitung 
ab. Diese ist nach Gl. 406 

f ‘ i = 7 = 4T 


Wir wahlen zunachst ein Beispiel, bei dem die erzwungene Frequenz 
grofler als die Eigenfrequenz ist. Es sei /'==300, Z = 500 km. 

Fiir eine Doppelleitung aus Drahten mit 1 cm Durchmesser im 
Abstand von 120 cm ist 0 = 0,00525 juF- km" 1 . 

L = 0,00212 Henry -km -1 . j£ = 0,51 Ohm -km” 1 . 


Die Charakteristik ist Z 


-v 


■ 635 Ohm. 


Die Lange von 500 km ist bei 300 Perioden gleich der halben 
Wellenlange, bei Leerlauf sind daher die Spannungen am Anfang und 
Ende im stationaren Zustand um 180° phasenverschoben. Fiir die 
freien Sehwingungen der oflenen Leitung ist die Leitung x / 4 der 
Wellenlange. Die erzwungene Frequenz (300) ist daher hier doppelt 
so grofl wie die Eigenfrequenz. 

Zwischen dem raumlichen Dampfungsfaktoy der stationaren 
Wellen der verzerrungsfreien Leitung (s. Kap. XI S. 198) 


a = R : Z = A • Z 


und dem zeitlichen Dampfungsfaktor der freien Sehwingungen 

cc = R : L = A : C 

besteht die Beziehung ct — av. 

Hier ist 

a = 0,8 • 10 -3 km” 1 , a=240 sek _1 . 

Fig. 208 zeigt fiir 7 Augenblicke der ersten Period© der er- 
zwungenen, d. i. die erste Halbperiode der freien Sehwingungen die 
Spannungs- und Stromverteilung. Die diinn ausgezogenen Linien sind 
die stationaren Werte, die aus dem Spiral endiagramm Kap. XI er- 
mittelt sind, die gestrichelten Linien sind die Welle f x und die 
punktierten die Welle f 2 . Die Dampfung kann hier nicht vernach- 
lassigt werden, denn nach x / 3 Period© sind die Wellen schon auf den 
21 og 

Wert e v = e = 0,449 gedampft und in der Figur entsprechend 
verkleinert. 

Bei den meisten Starkstromanlagen nahern sich die Vorgange 
indessen wesentlich mehr denen einer Gleichstromleitung. Fiir eine 
Freileitung von 30 km Lange und f =50 Perioden i. d. Sek. ist die 
Leitungslange 1 / 200 der Wellenlange und daher ist die stationare 
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Spannung bei Leerlauf auf der ganzen Leitung in jedem Augenblick 
fast dieselbe. 

Ferner ist f— 0,02 f ei , d. h. die Eigenfrequenz ist 50mal so 
groB wie die stationare Frequenz. Wird z. B. bei der Amplitude der 
stationaren Spannung eingeschaltet, so ist die stationare Spannung 

2 7C 

nach 1 Periode der freien Schwingung p m cos — = 0,992 p m , also 

oU 

praktisch unverandert. 





Nebmen wir dieselben Leitungskonstanten wie vorhin an, so sind 
die freien Schwingungen nach 1 Periode der stationaren Schwingung 
CL Sek 0 nur noch e- 4 - 8 = 0,0081, d. h. weniger als 1% ihres Anfangs- 
wertes, so daB der Ausgleichsvorgang praktisch aufgehort hat. 

Aus diesem Grunde legt man fur die Einschaltvorgange bei Stark- 
stromanlagen meist die Verhaltnisse zugrunde, wie sie sich fur eino 
Gleichstromleitung ergeben. 
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3. JDer Ausgleich einer beliebig verteilten Ladung auf 
einer offenen Leitung. 

Bei einer atmospharischen Entladung wird auf der Leitung eine 
zuvor durch die Ladung einer Wolke gebundene Ladung frei. Ihre 
Verteilung uber die Lange l kann beliebig gegeben sein. 1st q{x) 
die Ladung fur die Langeneinheit, die eine beliebige Funktion von 
x sein kann, so entspricht ihr die Spannungsverteilung 

q(x) 




C 


und eine entsprechende Verteilung von elektrischer Energie. 

Die Spannung sucht sich auf der Leitung auszugleicben. Da 
die Leitung an beiden Enden offen ist, kann die Energie an den 
Enden nicht abflieBen, vielmehr wandert sie so lange auf der 
Leitung hin und her, bis sie in Verlusten verbraucht ist. Bei jeder 
Wanderung nimmt die urspriingliche Ladung infolge der Ableitung 
ab. Dann ist p e = 0. Der Strom ist zu Anfang und zu Ende des 
Vorgangs Null. Fiir die freien Schwingungen gilt 

Pm = Pa{ 0 ) — Pei 0 ) = P (*) 

V(0) == 0 • 

Fur die entstehenden Wellen gilt daher z. Z. £ = 0 

Pm = ft (*) 4 - f* (*) = v (*) 

V(0) == \ [fi (*) — U (*)] = 0 » 

und hieraus folgt 

fii x ) = U{ x ) = kv{x) (408) 

Die urspriinglich vorhandene, ganz willkiirliche Spannungs- 
verteilung zieht also in zwei Wellen von gleicher Form und je 
halber GroBe nach den Enden der Leitung. Dort werden die Wellen, 
da die Enden offen sind, mit gleichem Vorzeichen reflektiert, weil 

f f 

die Strome und — , die bei der Bewegung entstehen, an den 
Z Z 

offenen Leitungsenden nicht bestehen konnen. Die Wellen wandern 
somit auf der Leitung hin und her, bis ihre Energie durch die Ver- 
luste aufgebraucht ist, sofern sie sich nicht schon vorher einen 
Weg zur Ableitung der Energie schaffen. let namlich die durch 
atmospharische Enfcladungen entstehende Spannung hoher als die 
Isolation der Leitungen vertragt, so wird die Isolation durchschlagen. 
Bei Freileitungen sind z. B. die Lolatoren die gefahrdeten Stellen, 
die bei atmospharischen t)berspannungen iiberschlagen werden. Zum 
Schutz verwendet man sog. Uberspannungsableiter, * die haufig aus 
einer Funkenstrecke (Hornerableiter) oder einer Anzahl in Reihe 
geschalteter Funkenstrecken (Rollenableiter) bestehen uiid mit einem 
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Widerstand zwischen Leitung und Erde geschaltet sind. Die Funken- 
strecken werden so eingestellt, daB sie bei einer gewissen Uber- 
schreitung der Betriebsspannung ansprechen. 


4. Die Ausgleichsvorgange bei Unterbrechung eines 
Kurzschlusses. 


Beim KurzschluB einer Leitung wird der Leitungsanfang durch 
eine Sicherung oder einen selbstatigen Schalter von der Stromquelle 
getrennt. Es werde angenommen, daB beim AbreiBen des Unter- 
brecbungslichtbogens (t — 0) in der am Ende kurzgeschlossenen Leitung 
noch ein gewisser Strom i a(0) = J besteht, der fiir die ganze Lange l 
gleichgroB sei. Die Spannung der kurzgeschlossenen Leitung ist nach 
dem Abtrennen klein und werde vernachlassigt, daher p a{()) —Q. 

In der Leitung besteht eine magnetische Energie \J 2 Ll, die 
auf der Leitung hin und her wandert, bis sie durch die Verluste in 
Warme umgewandelt ist. Der Endzustand ist p e = 0, ^ = 0, daher 
gilt fiir die freien Schwingungen 

Pm = f x (#) + f 2 (x) — 0 

V(0) = [f t 0) — u 0)] = J , 

/i (*)=“ — U{*) = IJZ. 


Der Vorgang ist in Fig. 209 fiir einige Augenblicke in Ab- 


standen von je */ 8 Periode dargestellt 



. Zur Zeit t — 0 sind die beide'n 
Wellen \J Z und — \JZ ; die 
zweite wird am offenen Lei- 
tungsanfang, wo der Strom 
Null ist, mit gleichem Vor- 
zeichen reflektiert, wahrend f x 
am kurzgeschlossenen Ende, 
wo die Spannung Null ist, mit 
entgegengesetztem Vorzeichen 
reflektiert wird. 

Der Strom verschwindet 



Strom. Fig. 209. Spannung. 


daher vom Anfang der Lei- 
tung anfangend, wahrend er 
seine magnetische Energie in 
das elektrische Feld der Lei- 


tung entladet, so daB eine 

Spannungs welle von der Hohe — JZ iiber die Leitung wandert. 

Erreicht sie das Ende der Leitung nach Periode, so wird 
sie zuruckgewcirfen, da dort die Spannung Null sein muB, Das 
elektrische Feld entladet sich wieder unter Ausbildung eines magne- 
tischen Feldes, die Entladestrom welle von der Hohe — J wandert 
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zum Anfang zuriick, sie wird dort nach Ablauf der zweiten Viertel- 
periode zuriickgeworfen, wobei das magnetische Feld sich wieder in 
das elektrische entladet, das aber nun ebenfalls die umgekehrte 
Richtung bat wie zuvor, und so gebt der Wecbsel der Energie fort, 
bis die ganze Energie in Verlusten aufgezebrt ist. 

Die groBte Spannung, die z.Z.t — 0 am Leitungsanfang entsteht, 
ist JZ . Die GroBe des Anfangsstromes J, der nacb dem AbreiBen 
des Unterbrechungslichtbogens nocb besteht, ist jedenfalls klein, daber 
darf die Unterbrechungsuberspannung nicbt iiberscbatzt werden. Am 
baufigsten kann das AbreiBen des Licbtbogens bei Gleicbstrom- 
schaltern und Sicberungen beobacbtet werden. Bei einem Wechsel- 
stromschalter, bei dem der Licbtbogen im natiirlichen Nulldurchgang 
des Stromes erlischt, kann sie iiberhaupt nicbt auftreten. 

Ist fur eine Gleichstromleitung von 500 Volt der KurzschluB- 
strom einige Tausend Ampere und der abgerissene Strom etwa 
10 Ampere, so sieht man, daB die Uberspannung 5 bis 6000 Volt, 
also das Zehnfacbe der Betriebsspannung betragen kann. Je kiirzer 
die Leitung, um so weniger sind die Wellen bei wiederboltem Ein- 
treffen gedampft und verursacben Uberschlage am Scbalter. 


5. Das Einscbalten einer kurzgeschlossenen Leitung. 

Beim Einscbalten einer' am Ende kurzgescblossen Leitung stellt 
sicb als Endwert eine Spannungsverteilung ein, die etwa linear vom 
Anfang bis zum Ende abnimmt, wahrend der Strom fiir die Lange 
konstant und (bei Gleicbstrom) durch den Leitungswiderstand be- 
grenzt ist 

P«(0) = p(l-y), ».<9 ) = ~ • 


Da die Anfangswerte Null sind, erhalt man 

= + = - p l !■ 


V(«) : 


1 

"z L' 


fi( x ) 


z 

Hi 


+ 1 ' 


fi ( x ) /e ( x ) 

U( x ) 


P 

Rl 



xV 

. Rl \ 

l) \ 


Der Scbwingungsvorgang, dessen Darstellung nach dem Vorher- 
gehenden leicbt zu ermitteln ist, und die wir daber iibergehen, bietet 
nur insofern etwas Neues, als bier die Reflexion an beiden Enden 
mit umgekebrtem Vorzeicben erfolgt, weil sowobl am Anfang, wo 
die Spannung konstant gebalten wird, als aucb am Ende, wo sie 
Null ist, die Summe der beiden Wellen Null sein muB, Hieraus folgt, 
daB ein Ricbtungswecbsel nach jedem Durcblaufen der Leitungslange 

Fraenckel. WechselstrSme. 2. Aufl. 20 
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erfolgfc und die ganze Period© der Laufzeit iiber zwei Leitungs~ 
langen entspricht, die Periode ist hier 

_ 2i 
v 

Im Gegensatz zur offenen Leitung schwingt die an einem Ende 
erregte, am anderen kurzgeschlossene Leitung in Halbwellenschwin- 
gungen, da der konstant erregte Anfang und das kurzgeschlossene 
Ende Spannungsknoten der freien Schwingung sind. 

Die Einschaltwelle P lauft hier nach dem Ende und zuriick* 
hiermit ist eine Periode beendet. 

Es geht hieraus hervor, daB die Frequenz der freien Sckwin~ 
gungen nicht allein von der Leitungslange, sondern auch wesentlich 
von den Bedingungen an den Enden abhangt. 


93. Reflexion der Wellen an Wider stand, Induktivitat und 

Kapazitat. 

Wir erweitern nun die Betrachtung auf andere Grenzbedingungen 
und untersuchen zunaehst die Reflexion der Wellen an Widerstanden, 
Induktivitat en und Kapazitaten. 

Die Trennung dieser GroBen bei nicht stationaren Vorgangen 
ist nicht streng, sie setzt Anordnungen voraus, bei denen die eine 
GroBe die anderen derart uberwiegt, daB diese fiir eine angenaherte 
Betrachtung vernachlassigt werden konnen. 

Als reiner Widerstand kann ein Wasser- oder Kohlewiderstand 
gelten, der in Verbindung mit Uberspannungsableitern, z. B. Horner- 
funkenstrecken, verwendet wird. Er hat bei ,sehr geringor Lange 
einen Widerstand von mehreren Hundert Ohm, seine Induktivitat 
und Kapazitat sind dagegen verschwindend. Vorwiegend Induktivitat 
haben kurze Spulen, Stromwandler, Auslosemagnete , wahrend vor- 
wiegend Kapazitat in Sammelschienen, Schutzkondensatoren usf. vor- 
handen ist. Maschinenwicklungen, auch groBere Drosselspulen, haben 
verteilte Kapazitat und Selbstinduktion; in der Ruckwirkung einer 
solchen Wicklung auf die Wellenvorgange in der Leitung betraehtet 
man sie oft in erster Annaherung auch als Induktivitat. 

Seien R 0 , L 0 , C Q Widerstand, Induktivitat und Kapazitat, die 
am Leitungsende etwa in Reihe geschaltet sind, so gilt fiir das 
Leitungsende (a ; == J) 

T> . . r di . Cidt 

‘ r=s °'+ L °Tt+)-c, ( 409 ) 

Hierin ist p die Summe aus der stationaren Spannung p e und 
der freien Spannung i die Summe aus dem stationaren Strom i e 
und der freien Schwingung Da die Glei chung linear ist, wird 
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sie von den stationaren und von den freien Stromen und Spannungen 
jo fur sich erfiillt und kann in zwei Gleiehungon geteilt werden, 
von denen die eine nur fur die stationaren, die andere nur fur die 
froien Werte gilt, wie wir dies schon wiederholt getan haben. 

Die froien Schwingungen konnen fiir die ganze Leitung durch 
zwei Wellen dargestellt werden 

Pf= e ~“‘ [fi (* - vt) + + vt)) , 

[f x (x _ wt ) — f t (x -j- Vt)]. 


Da os bier auf die Werte am Ende der Leitung (x — T) an- 
kommt, setzon wir zur Abkiirzung 

fi {1 vt) — <p und f 9 (l-\-vt) = Q, 

worin <p und q nur von der Zeit abhangen, daher ist fiir x — l 


Vf(x = D = 

V(*=i> = 


z 


t (<p-\-Q) 

t 

~{<p — (?) 


(410) 


Setzt man diese Werte in die Gl. 409 ein, so wird 

- at 


+ Q)= l R o + L oJ t +\ (fj e)J ( 411 ) 

In dioser Gleiohung ist die am Leitungsende einfallende Welle, 
d. h. </\ als bekannt vorauszusetzen, wahrend die Werte q der re- 
tl okti orton Welle durch Losung der Gleichung zu ermitteln sind, 
wie nun an einigeh Beispielen gezeigt werden soil. 


a) Reflexion an einem Ohmschen Widerstand. 

Ist an die Leitung nur ein Ohmscher Widerstand R 0 ange- 
schlossen, so erhalt man aus Gl. 411 


e~ at (<p + 0 ) ; 


R 


;0 D ~att 


z 


e ~~ at (cp 


-q), 


--cp 


R 0 -Z_ 


(418) 

Die einfallende Welle (p wird am Ohmschen Widerstand un- 
vollkommen roflektiert, sie erscheint nach MaBgahe des Reflexions - 
f aktors q verkleinert. Dieser ist 

* 


R 0 -\- Z 

Die resultierenden Werte von Spannung und Strom am Leitungs- 
end© sind 

V ~ P e + e ~ at (<P + e) = Pe + e ~ at <p i 1 + 2) ’ 


-{<P — q) = 


0-r-at 


<p 


z 


(1-2)- 


20 * 
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Die einfallende Welle fiihrt in jedem Augenblick eine Leistung 

2 / \2 

m it sich: die reflektierte die Leistung = Die Different 

Z /j /j 

ist die im Widerstand verzehrte Leistung 

1st R 0 = Z, so wird die reflektierte Welle Null, die ganz© 
Leistung der ankommenden Welle wird vom Widerstand absorbieri. 
1st R 0 ^Z, so ist die im Widerstand verzehrte Leistung stets kleiner 
als die der einfallenden Welle. Fiir R^> Z hat die reflektierte 
Welle das gleiche, fiir R<^Z das entgegengesetzte Vorzoichon der 
ankommenden. 

Die Grenzen sind: 1. R 0 = oo, d. h. die Leitung ist off an, es 
wird q = l, die einfallende Welle wird in voller Groflo refloktiort* 
2. R 0 = 0, die Leitung ist kurzgeschlossen, q — — 1, die Welle wird 
unter Umkehr des Vorzeichens reflektiert, wie friiher gezeigt. 

Beispiel. Eine am Anfang offene Leitung erhiilt cine Ladung 
t etwa dureh atmospharische Vor- 

OC ‘0 3C~L 

v gange. Gegenuber dam auf S. BOH 

fl 0 behandelten Fall sei am Loitunga- 
7vm77m77 7 mmmmm^ ende eine Funkenstrecke mit Hr* 

dungswiderstand R () angoschlossan. 

Di6 ZU Anfang boliobi ® vor ’ 
t=o ^^ l l' Jlll llll l lilll™ teilte Spannung p (x) teilt sich In 

v. zwei gleiche Wellen von h alb or 

r . fli k,. ® me /i(*) und M ( s - Fi «- 21() ) 

t =iL lliiilMfe Die ers ^ e W andert nach dem Lai- 

tungsende, bringt die Funkenstreek© 

t J 1 l um 7 4ns P rechen und wBrd : fa l? 8 

v ' F . 2 rt 0 =z ist, ganz absorb lert; die 

" J ' andere wandert nach dem offenen 

Leitungsanfang, wird dort in voller 
tar e reflektiert und geht dann nach dem Ende, urn ebenfalla 
ahsorbiert zu werden. Bei unvollkommener Absorption d&uerfc 
der Vorgang langer. Am Leitungsende wird die einfallende Well© 

a* u r< L 6 Un< ^ Wanc ^ 6rt zum Anfang zuriick, wird beim zweiten 
Auttreften auf das Leitungsende wieder geschwacht usf. 

Sl ° ht “ an von den Verlusten in der Leitung ab, so ist am 

, n f 6S or S an g s di© ganze urspriinglich in der Leitung vor- 

““ T 6 Energie in dem Widerstand R 0 in Warme um- 
gewandelt worden. 0 

600 = ^ zu w ^blen, also bei Freileitungen etwa 

das Netz’ ZU g6WisSen Befcriebsspannungaa gegeben. Steht 

pannung, so folgt dem Ansprechen des Ableiters 
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©in Lichtbogen des Netzstromes, der beim Ansprechen in alien Pbasen 
am groBten wird und durch die Phasenspannung und den Erdungs- 
widerstand gegeben ist. Bei zu groBer Stromstarke besteht die Ge- 
fahr, daB der Lichtbogen nicht mehr erliseht. Bei 30000 Volt ver- 
ketteter Spannung und R 0 — 600 Ohm wiirde der Strom fast 30 Amp. 
betragen, wahrend hochstens 10 Amp. zulassig waren. Man ist daher 
gezwungen, bei hoheren Spannungen von der Bedingung der Re- 
flexionsfreiheit abzuweichen, wodurch die Wirksamkeit der Ableiter 
beeintrachtigt wird. Ihr Schutzwert fur Netze liegt jedoch nach 
Petersen 1 ) in der Fahigkeit, die Ladungen abzuleiten, die beim 
Erloschen eines ErdschluBlichtbogens auf dem Netz verbleiben, und 
dadurch das Wiederziinden zu erschweren. 


b) Reflexion an einer Induktivitat. 


Ist am Ende der Leitung eine Induktivitat L 0 angeschlossen, 
so lautet Gl. 411 fur die freien Schwingungen 


e~ ttt (<p - (-$) = - 


L 0 — q) 


dt 


"0 D — at 


. d(p dq 
+ Tt . 


dq 

dt 


+ 1 


(Z 


(Z 




dcp 


dt 


(413) 


Z 


Die Losung dieser Gleichung ist, wenn =-§« 


-) ‘ {i + J.K-) ' [_ „ (§- + «) + %] *}(414) 


z 


und wenn = a ist 
■^o 


g’= q) — J* (p {jr- aj dt -j- h , 


worin k die Integrationskonstante ist. 

Beispiel. Die freien Schwingungen beim Ausschalten 
einer induktiv belasteten Leitung. 

Die Leitung werde z. Z. t — 0 am Anfang x = 0 unterbrochen. 
Zur Vereinfachung der Rechnung machen wir folgende Annahmen. 
der Strom babe auf der ganzen Leitung z. Z. t — 0 denselben Wert J, 
die Spannung auf der Leitung werde vernachlassigt. Diese Annahmen, 
die annahernd beim Unterbrechen eines Gleicbstromes zutreffen, wurden 
aucb fur diesen bedingen, daB der Spannungsabfall in der Leitung 
und die Ableitung Null sind, und urn die Rechnung mit diesen An- 


!) ETZ. 1918. 
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nahmen nicht in Widerspruch zu bringen, mussen wir cc in Gl. 414 
vernachlassigen. Diese Annahme wiirde sonrit zutreffen fur den I all, 

daB a klein gegen f- ist. Bei einer Freileitung ist Z etwa 600, 

a etwa 200. Ist L 0 = 0,3 Henry, so wird a in der Tat nur 10 /„ 

Z - . Die Vereinfachung trifft also fiir nicht zu groBe Induktivi- 


von 


taten zu. 

Als Grenzbedingungen haben wir nun 

Pa(0) = 0> *a(0)=«I, Pe( :0) = 0, 

Pw-= fi ( x ) + U i x ) = 0 > 

V<o) = i [f t (x) — f 9 (*)] =/, 


ie (O) = 0, 


und hieraus fiir t = 0 f t (x) — \JZ, f 2 (x) — i JZ. 

Die Reflexionsbedingungen sind: am Leitungsanfang Reflexion 
mit gleieben Vorzeichen, am Leitungsende nach MaBgabe der Gl. 414 
die sich auf Grund unserer Annahme vereinfacht in 




e^‘( — cpfS -j- ~) dt . . .(414a) 


Z 


worm zur Abkiirzung ji = — gesetzt ist. 

L q 

Die Werte cp sind zunachst von t = 0 an durch die Welle 

f l (x) = \JZ gegeben. Die Welle gebraucht eine Zeit t == ~ , nm 

v 

sich iiber die Leitung zu verschieben, von t = 0 bis t — t x ist da- 
her cp — ±JZ. 

In dieser Zeit wurde die nach dem Leitungsanfang wandernde 
Welle (x) = — | JZ dort mit gleichem Vorzeichen reflektiert und 
gelangt wahrend der f olgenden Zeit von t = t ± bis t — 2t x an das 
Leitungsende; fiir dieses Zeitintervall ist dahei^ cp = — | JZ. 

Man sieht, daB fiir die folgenden Zeiten jeder Wert q) der am 
Leitungsende einfallenden Welle gleich ist dem Wert q der um 2 t t 
friiher dort reflektierten Welle. 

Fiir die Zeit t — 0 bis t = t 1 wird aus Gl. 414 a mit 
<Pv+tl = \JZ. 

Q(o+t 1 )=ke'~~P t — | JZ. 

Die Integrationskonstante bestimmen wir aus der Bedingung 
der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule. Er ist z. Z. t = 0 


<P— Q 


daher 


Z 




h = 0 




z 


-J, 
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und 

Q(0-rh) — — \ JZ ' 

Von t ± bis 2 t x war wie gezeigt <p iti _^ 2tl ) = — \JZ, ferner wird 
von 2 t x bis 3 1 ± 

<P(2t 1 -rZt 1 )=Q(0~t 1 )= \JZ. 


Daher insgesamt von t ± bis 3 1 1 

<P('i-7-3f l ) = — \JZ 
und durch Einsetzen in 61. 414 a 

Qih-.-^h) — § JZ. 


Fur t = t 1 ist 


daher 


iZ = {cp — q) — — JZ — Jce—P* 1 —JZ. 


k=*—2JZe+fa 9 

Von t = 3 1 ± bis 5 t x wird nun <p ebenso groB wie g von t 1 bis 3 t x , 
es ist daher in der Formel daf iir statt t zu setzen (t — 2 t x ) . Man 

q !+■ 

^ I -:.5«=K2(l-4e-^-3«) 
und durch Einsetzen in Gl. 414 a und Integration 

Qvt M) = \JZ [_ l _ 4 e-t *> + 8 p (< - 3 1,) e~^“ s *>>] . 
Fahrt man in dieser Weise fort, so erhalt man fur jedes fol- 
gende Interval! in dem Ausdruck fiir £ je ein weiteres Glied, wahrend 
das erste Glied in der Klammer abwechselnd -|~ 1 und — 1 ist. 
Es wird 

Q®t t -.-n x ) = + \ JZ {2 — H> [1 — 2 f}(t — 5 t x ) 

+ !/®*(*-7OT 



Fig. 211. 


In Fig. 211 sind die Werte q als Funktion der Zeit von O aus 
nach rechts als gestrichelter Kurvenzug, die Werte <p von O aus 
nach links als ausgezogene Kurve aufgetragen. Verschiebt man 
diese Wellenziige gegeneinander. und zwar den fur q nach links, 
den fiir <p nach rechts, so erhalt man als Ordinaten in O die Mo- 
mentanwerte von cp und g zu einer Zeit t, um deren Betrag man 
die Wellen verschoben hat. 
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In der Zeit t wandern die Wellen um die Strecke x — vt. 

Man kann daher die Abszissen als Langen betrachten, dann 
entspricht Punkt A im Abstand vt 1 =l von 0 im Sinne der Wan- 
derung der am Ende reflektierten Welle dem Leitungsanfang. 

Man erhalt somit auch das zeitliche Bild an jedem. Punkt der 
Leitung und fur einen gegebenen Augenblick das Bild der raum- 
liehen Verteilung der Wellen langs der Leitung, und kann nun in 
ublieher Weise die resultierende Strom- und Spannungsverteilung 
ermitteln, indem man die Welle mit e~~ at multipliziert und zu den 
freien Schwingungen die stationaren Werte addiert, die in unserem 
Beispiele Null sind. 

Fig. 212 zeigt ohne Beriicksichtigung der Dampfung den zeit- 
lichen Strom- und Spannungsverlauf am Ende der Leitung und 


Fig. 213 fur einige Zeitpunkte die 
raumliche Verteilung von Strom und 
Spannung langs der Leitung, aus denen 
wir folgendes entnehmen. Da z. Z. 



Fig. 212. 


oc*>0 ac=l ocO oc m h 





Spannung. Strom. 


Pig. 213. 


<=0 der Strom am Leitungsanfang unterbrochen ist, entladet sich 
das magnetische Feld der Leitung zunachst am Anfang und 
dann bis zum Ende fortscbreitend unter Ausbildung eines elek- 
tnscben Feldes, wodurch eine Spannungswelle —JZ nach dem 
Leitungsende wandert, wabrend der Leitungsstrom auf Null fallt. 

ur eit t t gelangt sie an das Leitungsende und wird an der 
Drosselspule zuriiekgeworfen. Diese beginnt sich zu entladen, jedoch 
sehr langsam. Sie erhoht zunachst die elektrisebe Energie unter 
Verdoppeiung der Spannung auf 2 JZ, und mit dem Riickschreiten 
eser Welle nach dem Anfang speichert sie durch den Ladestrom 
auch wieder magnetische Energie im Felde der Leitung auf. Die 
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mit dem Sprung JZ wandernde Spannungswelle behalt aber nicht 
konstante Ho he, sondern wird am Ende der Leitung wegen der 
allmahlichen Entladung der Drosselspule kleiner. Am Anfang an- 
gekommen, muB die magnetische Energie der Leitung sich dort 
wieder in elektrische Energie verwandeln. Die Spannungs- und 
Stromwellen laufen zuriick. 1st nun die Energie der Drosselspule 
erschopft, so konnen die ankommenden Wellen die Drosselspule 
wieder laden, jedoch im entgegengesetzten Sinne wie sie urspriing- 
lich geladen war, es bildet sich also eine langsame Schwingung 
zwischen Leitung und Drosselspule aus, uber die sich die Schwin- 
gungsvorgange der Leitung lagern, wie aus Fig. 212 ersichtlich ist. 

Die Spannung steigt jeweils nach 2 t x Sek. sprungweise um 2JZ. 
Um ein angenahertes Bild von der groBten moglichen Spannung zu 
erhalten, nehmen wir als ungiinstigsten Fall den an, daB bei Ent- 
ladung der Drosselspule auch das magnetische Feld der Leitung 
entladen ist. Die Energie ist dann, abgesehen von der Dampfung, 
im elektrischen Feld der Leitung aufgespeichert. Enter Vernach- 
lassigung der ungleichen Verteilung von Strom und Spannung langs 
der Leitung wird 

| p*Ol=lJ*(Ll+L 0 ), 

v “ J V C cl == ' JZ V 1 'Ll ' 

Dies ist ein Mittelwert, gegen den die Spannung an der Drossel- 
spule noch um den Sprung 2 JZ groBer sein kann. Der ungiinstigste 
Fall ware daher 

Vmax=jz[% -j-^/ 1 + , 

der wegen der Dampfung aber nicht erreicht wird. Man sieht, daB 
die Spannung um so groBer wird, je groBer die Induktivitat L 0 
gegen die der ganzen Leitung ist. Eber die GroBe des Anfangs- 
stromes J gilt das gleiche wie in dem Beispiel S. 304. * 


c) Reflexion an einem Kondensator. 
Hier gilt fur die freien Schwingungen nach Gl. 411 

de ~ at (cp -j~p) e~ 


dt 


C 0 Z 






o 0 z 


q) 

(<P’ 


- ( 415 ) 


Beispiel. Das Unterbrechen eines Kurzschlusses, wenn 
parallel zum Schalter ein Kondensator liegt. 

Am Ende x — l sei die Leitung kurzgeschlossen, der Leitungs- 
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anfang werde z. Z. t = 0 unterbrochen, es ist dort ein Konden- 
sator C 0 zwischen die Leitung geschaltet (s. Fig. 214). 

Fur den Leitungsanfang ist q der Wert der einfallenden Welle, 
<p der Wert der reflektierten Welle, es ist daher hier Gl. 415 nach 
<p zu losen. 

I Da der Ladestrom des Konden- 
sators ein Entladestrom der Leitung 
ist, ist in Gl. 415 rechts das nega- 
tive Zeichen zu setzen, sie lautet 



geordnet 


Fig. 214. 
dcp 


dt 


+ 


■C«z 


a ) <p — g 


O 0 Z 


dg 
dt * 


Auch hier kann man meist a gegen —= vernachlassigen, und wenn wir 

Cq/i 

zur Abkiirzung — y setzen, ist die Losung der Gleichung 
C 0 Z 


<p-- 


zer yt 


+/ 


Qy 


dg 

dt 


e yt dt 


(416) 


Fur unser Beispiel nehmen wir wieder an, es sei 

Pa = °> i a= J > Pe= 0 ’ *.= 0» 

so wird wieder fur t = 0 

f 1 (x) = — f 2 (x) = lJZ. 

Fur die Reflexion am Leitungsanfang gilt Gl. 416, am kurzge- 
schlossenen Leitungsende wird die einfallende Welle mit umgekehr- 
tem Vorzeichen reflektiert. 

Am Leitungsanfang ist p (0 _^ i) = — \JZ, und da f x (x — vt) 
= \J Z am Leitungsende mit umgekehrten Vorzeichen reflektiert wird, 
ist ^( 0 ^- 2 ^) = — \J Zj. 

Hiermit erhalt man aus Gl. 416 

9^(0“ 2 £ x ) = ke-Y 1 — \J Z. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient die Bedingung 
der Stetigkeit der Ladung bzw. der Spannung des Kondensators. 
Fiir t — 0 ist 

p. + (<p + e)=o+k-±jz — \jz = o, 

daher k = JZ 

9 3 (o-f-2* 1 ) = |^ ( — 1 -f- 2e~~ yt ). 

Wahrend des folgenden Intervalls 2 1 ± bis 4 t x wird daher 

@(2 t x -~4 tj ) === — — 1 -f- 2e“^— 2 *i)} 

und durch Einsetzen in Gl. 416 und Integration 

~*h) = 1 JZ {+ 1 -f 2 e-r* — [2 -)- 4 y (t — 2 e -y <*-* } 

dann 

<P(4t 1 +6t 1 ) = $J Z { — 1 4- 2e~ yt — [2 -f-4 y(t — 2^)] e-Yd—^h) 
usf - + [2 -f 4y 9 (t — 4tJ] 
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Fig. 215 zeigt fur einige Augenblicke das allmahliche Ansteigen 
der Spannung langs der Leitung (ohne Beriicksichtigung der Damp- 
fung) und das damit verbundene Abfallen des Stromes. Die magne- 
tische Energie der Leitung entladet sich in den Kondensator und 
in das elektrische Feld der Leitung, nur am kurzgeschlossenen Lei- 
tungsende bleibt die Spannung Null. 1st das magnetische Feld der 
Lei bung entladen, so ist nur elektriscke Energie im Kondensator 
und in der Leitung vorhanden, und diese laden wieder das magne- 

tische Feld der Leitung in entgegen- 
gesetztem Sinn auf. Es bildet sich auch 
hier eine langsamere Schwingung aus, 
wie der zeitliche Verlauf der Spannung 
und des Stromes am Kondensator 
Fig. 216 zeigen, und die durch die Ver- 
luste gedampft wird. Wahrend beim 
Unterbrechen ohne Kondensator eine 


x-0 X m l> ac*0 

i 

i\ 


t**Q 1 

1 

LdJ' 

-'Hi 

niwL 


-*H 

ISw 




Spannung. 


X m b 








Fig. 215. 



rechteckige Spannungswelle von der Hohe — JZ in die Leitung 
wandert (s. S. 304), ist hier durch den Kondensator die resultierende 
Spannungswelle stark abgeflaeht, weil er eine plotzliche Spannungs- 
anderung nicht zulaBt. Die einziehende Welle ist am Beginn 

(<p + eh o-r*« = 

Je groBer C 0 ist, um so flacher bleibt die Welle. Die absolute 
GroBe der am Leitungsanfang auftretenden Spannung kann aber 
nicht so sehr vermindert werden, wenn man nicht liber sehr groBe 
Kondensatoren verfiigt. Man kann diese Spannung wieder ange- 
nahert daraus berechnen, daB man die elektrische Energie im Kon- 
densator und der Leitung gleich der urspriinglichen magnetischen 
Energie der Leitung setzt. 

it^(O 0 + Otl = \J*Ll 

f Cl 

Dieser Wert ist etwas zu klein, weil die Leitung nicht auf der 
ganzen Lange die gleiche Spannung hat; ist C 0 groB gegen die 
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Kapazitat der ganzen Leitung Gl, so ist aber der Fehler sehr gering, 
andererseits verhindert die Dampfung schon das Erreichen dieses 
Wertes. Um z. B. p max auf 1 / 8 des Wertes ohne Kondensator (J Z) 
zu reduzieren, muB 

' ]/l + ^=3, C 0 ^8Cl 

sein, der Schutzkondensator miiBte achtmal soviel Kapazitat haben wie 
die ganze Leitung. Ist z. B. fur eine Freileitung (7 = 5* 10“ 9 Fd- km”" 1 , 
so braucht man fiir eine Leitung von 20 km Lange einen Konden- 
sator 

<7 0 = 8 • 5 • 20 • 10“ 9 Fd — 0,8 Mfd. 

Fiir Kabel ware die Kapazitat ein Vielf aches davon, und so 
groBe Kondensatoren lassen sich nicht wirtschaftlich bauen. Der 
Kondensator dient daher in erster Linie zur Abflachung der Welle. 


d) Ein Schwingungskreis im AnschluB an eine Leitung. 

Ein Fall, bei dem unter Umstanden hohe Spannungen auftreten 
konnen, liegt nach Petersen 1 ) vor, wenn am Ende einer Leitung 
eine Induktivitat L 0 (etwa ein Stromwandler oder ein Schaltermagnet) 
und die Sammelschienen von der Kapazitat C 0 einen Schwingungs- 
kreis bilden. 

Hier gilt fur die freien Schwingungen nach Gl. 411. 

. J k^r at ( t P-e) + ^_j erat(9 _ e)it (417) 


(9>-j-e)e-“W 


z 


dt 


Sieht man von der Dampfung ab, d. h. setzt a — 0, so ergibt 
sich durch Differentiation dieser Gleichung und Ordnung nach q 

q cp Z dcp , tfcp 

W ^ L~ 0 dl + L^ 0 ~L 0 (T 0 ^ ^ dt “ T ~ W 

Nehmen wir an, der Stromkreis werde z. Z. t = 
Gleichspannung P angeschlossen. Dann ist 

Pa = °> = Pe= P ’ V 

Pf(0) = — P > V(0) = °. fl 0) = ft (*) ! 

Am Leitungsende ist von t = 0 bis t — t x cp — 
nach GL 418 fiir diese Zeit 


• ( 418 ) 

= 0 an eine 


= 0, 


.ip 
2 M * 


-|P, und es gilt 


<Pq Z dg 
dt 2 dt " 


1 P 


L 0 C 0 


2 L 0 C 0 


(419) 


Die Losung dieser Gleichung ergibt eine aperiodische oder eine 

oszillierende Ladung (s. Kap. XIII S. 268), je nachdem V?r ist - 

2 V O n 


0 Archiv f. Elektrotechnik Bd. I, S. 233. 
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Da die Kapazitat von Sammelschienen klein ist, ist der zweite Fall 
der praktisch. haufiger vorkommende, wir nebmen ihn an. Dann ist 
die allgemeine Losung 

q= — | P -j- A sin (fit -f- <5) e~^ t ) 

worm A und <5 die Integrationskonstanten sind. fi ist die Kreis- 
frequenz, £ der Dampfungsfaktor 



Die Charakteristik Z spielt auch hier formell die Rolle des 
Ohmschen Widerstandes, bedeutet aber nicht einen Energieverlust, 
sondern die Umwandlung von elektrischer Energie in magnetiscbe 
und umgekehrt. 

Aus der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule und der Span- 
nung am Kondensator, die beide z. Z. t = 0 Null waren, folgt 

»=», 4-^r^==0 — ^ sin <5 = 0 

e i 2 j 

6 = 0 


Die Kondensatorspannung ist 
di 

Vc = V 


L ° di ==p ° +<p+e - 


Lo_d(q) — q) 
Z dt 


Hier wird fur t = 0, fiA = 0, daher A = 0 und 
&o-Hi) = — 2^* 

Am Leitungsanfang ist die freie Spannung Null, weil dort die 
Spannung konstant P ist, die Welle f 2 wird am Anfang mit um- 
gekebrtem Vorzeichen reflektiert, ans Leitungsende kommt 

= + |P 

zuriick, hieran scblieBt sich = — Qio—tj = -f- | P an , so 

daB von t x bis 3^ — ist. 

Die Losung der Gl. 419 wird mit diesem Werte 

(kH+BU = | P+A sin [fi (t — t x ) + 6] e-™ - w . 

Zur Zeit t = t x waren i und die Kondensatorspannung noch 
Null, also ist 

Vih) — Q(h) = 0 

v \ \ w _i_ 0 L o ~g(*»)) _ Q 

Pe T" Viti) T“ Q(ti) z dt ~ 


Aus der ersten Bedingung folgt: 

A sin <5 = 0, (5 = 0, 

aus der zweiten: 

2P — h-> A ’ A= ~ 2F m 

&h+ Bh) = Y — 2P ~ e-W-V sin /? (t — tj . 
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*(3 h) z 


2 ^^sin 2/3 t 1 . 


Am Ende dieses Intervalls ist 

0 ( 3 y = ~-2P e~ 2 : f » sin 2/p, 

der Ladestrom 

{<p — q)_ 2P 

£ /*V 

Er hat gerade eine halbe Schwingung ausgefuhrt, wenn 
2 j$t 1 — Tt ist, oder 

yS 1 V 

2jt = 4tT x ~ 4Z 

/S V 

- — ist die Eigenfrequenz des Sehwingungskreises, — die 

4 L 

Eigenfrequenz der Leitung. Bei Gleichheit beider besteht Resonanz. 
Die Kondensatorspannung hat z. Z. 3 ^ den Wert 

r z' . i 


r 


}3c(3« 1 ) = 2P|l — 

Eiir 2 /? ^ = n wird, wenn gesetzt wird, 


L p sin 2 /? — — (f sin 2 ^ — /? cos 2 /S fcj 




1 

■t 


2>e( Sf)^4P. 

Fiir die Zeit bis 5 ^ wird nun 
Ws'l-f- 3b) = — ?d,TBy = — f + 2 P .Vy 3<l) sin 0 (t — 3 Q 

i pj^o 

und in analoger Weise wie friiher, wenn wir uns auf den Fall der 
Resonanz beschranken: 

Q(st 1 ~ 5 t 1 )== — — + 2 P (e~Ut— h) -J_ sin/S (t — 3t x ) » 

2 p±j Q 

ferner 

P Z 

Q(5t-±7tj) = -p ~ — 2P — [e—ttt—h) J- 2 e—ZV—zh) 

* P* J 0 

-f 3e~^- 5 *i>] sin/S (* — 5* x ) 
usf. 


J 



1 1 A 

0. L_"7"l . |\ , A 

A 

\t, s\ 

a 

1 2 1 <p 



Fig. 217. 


In Fig. 217 sind fur ein Beispiel L 0 — 10~ 3 Henry, C Q = 10"" 9 F., 
fiir ein Kabel mit .£=100 die Werte von q und <p als Funktion 
der Zeit aufgetragen. 

Hier ist /S^IO* 1 . Daher besteht Resonanz, wenn wir fiir das 
Kabel v=2- 10 5 km * sek -1 annehmen, bei einer Leitungslange 


n v 

YJ 


71 2 * 10 5 
2 10 tt 


0,314 km. 
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Fig. 218 zeigt den zeitlichen Verlauf des Stromes und der Span- 
nungen am Kondensator und an der Drosselspule. Von 0 bis t x 

P 

wandern die Spannung P und der Strom — zum Ende der Leitung; 

jU 

der Strom kann bier nicht plotzlicb auf diesen Wert springen, die 
Spannungswelle wird auf den doppelten Wert reflektiert, und der 
Spannungssprung P wandert iiber die auf der Leitung schon vor- 
handene Spannung P zuriick. Wabrenddessen beginnt der Konden- 
sator sick zu laden, die Spannung an der Drosselspule nimmt von 
2P ab. Der Spannungssprung P wird am Leitungsanfang zuruek- 
geworfen, da dort die Spannung konstant ist, und gelangt z. Z. 3 t t 
wieder an das Leitungsende. Ist die Zeit des Hin- und Herwanderns 
gerade die halbe Schwingungszeit 
des Schwingungskreises, d. b. bei 
Resonanz, so ist im Grenzfall (wenn 
£*=1 ware) die Spannung an $ p i 
der Drosselspule — 2 P, am Kon- ^ 
densator 4 P. Der einfallende 

Sprung wird auf den doppelten zP ~\ 

Wert reflektiert, die Spannung an 
der Drosselspule andert sicb sprung- 
weise auf — 4 P , wabrend der 
folgenden Halbperiode wird der 
Kondensator von 4 P auf — 4 P 
entladen, dann steigt die Drossel- 
spulenspannung wieder sprungweise 

um 2 P usf ., so daB sie nacb 5 t x obne Dampf ung scbon 6 P ware 
und sicb weiter steigern wiirde, wenn die Dampfung und tlber- 
schlage es nicbt verbinderten. 

Dieser Fall tritt bei den boben Frequenzen solcber Scbwingungs- 
kreise nur bei kurzen Leitungslangen auf, er kann z. B. bei einem 
ErdscbluB entstehen. An der ErdscbluBstelle fallt die Spannung 
plotzlicb auf Null, es wandert eine Entladewelle bin und ber. Ihre 
Hobe kann beim Neuziinden eines intermittierenden ErdscbluBlicbt- 
bogens die betriebsmaBige Spannung wesentlicb ubersteigen. Bei 
kurzem Abstand ist eine Resonanz moglicb. 

Zu deren Verhiitung werden Stromwandler u. a. Spulen durcb 
Widerstande uberbriickt. Die oszillierende Ladung wird verhindert, 



Fig. 218, 


wenn der "Dberbriickungswiderstand P 0 <- 


■Vk - * 


ist. Andrerseits 


soil er so groB sein, daB er den Strom der Grundfrequenz nicbt 
wesentlicb beeinfluBt. Silitwiderstande zeigen bei boben Spannungen 
einen kleineren Widerstand als bei kleinen, dieses Verbalten macht 
sie hier besonders geeignet. 
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94. Reflexion an der Ubergangsstelle von Leitungen mit 
verschiedener Charakteristik. 


Im folgenden soli der Ubergang der Wellen von einer Leitung 
zu einer anderen mit abweichender Charakteristik untersucht werden. 
Die erste Leitung erstrecke sich von x = 0 bis x — l J9 die zweite 
schlieBe sich daran von x — l 7 bis x = l jr Die Charakteristiken der 
Leitungen seien Z 7 und Z rr 

Die Ausgleichsvorgange auf jeder Leitung lassen sich durch zwei 
in entgegengesetzter Richtung wandernde Wellen, f I19 f u f u 2 
darstellen. Es ist 

Vf I ==e- aii [f I1 (x — Vjt) J r f I ^ (« + V)] 

i fI Z r = e- a i* [f T i ( x — Vj — ( xJ T v r fyl 
2 o f n — [f n x (: x — v n t) + f u 9 ( x + v n *)] 

i fu Z n= e ~~ ajlt [fin ( x ~~ v n t) f // 2 ( x 4 ~ v n f)] 

Wir untersuchen nun die Beziehungen, die zwischen den vier 
Wellen am Ubergangspunkt x = l 7 bestehen. Zur Abkiirzung werden 
fiir x = l 1 die Momentanwerte fur die im Sinne der positiven x 
wandernden Wellen mit cp, die im Sinne der negativen x wandernden 
mit q bezeichnet: 

fit (h — V) = e- a j ( f ri (lj -f- V, t) — q, 

z~ an ‘ fu 1 (h — v n *) = <Pu > e fn* ( l n + v ,r 0 = Q„ ■ 

Die Stetigkeit der Spannung und des Stromes verlangt, daG 
fiir x — l lt Pfj — Pfu und ist, daher 

c Pi J rQ] = ( Pn~\-Qn 

7 - {?! — 6 l) = i- (9 hi — e„) 

^1 a IT 



Betrachtet man die im Punkte x — l r ointreffondon Wellen cp, 
und o lr als gegeben, so ergeben sich die anderen aus Gl. 420 duroh 
die Beziehungen 


_ Z„ — Z, , 2 Z, ) 

6l 9 ’ I Zu + Z, + '"*PFZnl 


cpn Qn 


Zr 


z,+z 


?jj _i_ w . 

V/ z A-z„ 


■ ■ (421) 


Das in diesen Gleichungen enthaltene Reflexionsgesotz fiir die 
Ubergangsstelle sagt folgendes aus. 

Von jeder der beiden auffallenden Wellen <p 7 und q 7i wird ein 
Teil auf die gleiche Leitung reflektiert, ein anderor Toil tritt in die 
andere Leitung iiber. 
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Von cpj wird auf Leitung I reflektiert 

Z T1 — Zj 


(42 la) 


q ist der Reflexionsfaktor. Von o n wird auf Leitung II reflektiert 

Qt %^zl = ~ Qnq ( 421b ) 

Der Reflexionsfaktor hat wegen der entgegengesetzten Richtnng 
der Fortpflanzung das negative Vorzeichen, aber die gleiche GroBe 
wie oben. 

Von (pj tritt auf Leitung II iiber 

97, 

( 421c ) 

Von g n tritt auf Leitung I iiber 
2Z 

Q n g Y ~Z~ ~ ^ 7/ (^ 3) (421 d) 

Somit kann man Gl. 421 schreiben: 

Qi = <P,9+M 1 - 3 ) | 

<Pu=— e//2 + 9»/(i+<d J v 


worm 




_ z , r — z i 


Z r + Z n 

1st Z n ^>Z l9 so ist q positiv. Dies ist z. R. der Fall, wenn 
Leitung II eine Freileitung, Leitung I ein Kabel ist. Die vom 
Kabel auf die Freileitung iibertretende Welle ist im Verhaltnis 
(1 -f- q) vergroBert, die von der Freileitung in das Kabel iibertretende 
Welle ist im Verhaltnis (1 — q) verkleinert. 

Bei Verfolgung des Ausgleichsvorgangs ist zu berucksichtigen, 
daB die Wellen auf Leitungen mit verschiedenen Konstanten ungleich 
stark gedampft werden und mit ungleicher Geschwindigkeit fort- 
schreiten. Die Zeit der Fortpflanzung iiber die Leitungslange l ist 

l iVeju 

v c 

Man kann daher den Vorgang fiir alle Leitungen auf die Licht- 
geschwindigkeit c beziehen durch Einfuhrung der „reduzierten u Lange 

Z' = ZV^. 

Fiir ein Kabel ist sie l' — l^e. 


Beispiele. 

1. Das Laden einer am Ende offenen Freileitung iiber 
ein Kabel. 

Das Kabel wird am Anfang x — 0z.Z.t = 0 an eine Strom- 
quelle von konstanter Spannung P und groBer Kapazitat ange- 

P.annnlrAl Cl A Ol 
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.1 P 

2 x * 


daher Reflexion mit 


schlossen. Kabel und Freileitung sind zunachst strom- und spannungs- 
los, zu Ende der Ladung stehen beide unter der Spannung P. Wie 
fiir eine einzelne Leitung sind daher auch hier z. Z. t — 0 die Wellen 
fiir beide Leitungen 

f r i ( x ) = fii ( x ) = fin (*) = fm l x ) -- 

Fiir die Reflexion gilt: 

a) bei x=0 ist 2 ? = konst. —P; p^= 0, 
umgekehrtem Vorzeichen; 

b) bei x = l n ist i f — 0, daher Reflexion mit gleichem Vor- 
zeichen ; 

c) bei x = l r ist nach Gl. 422 
Q, =<?9 ? /+( 1 — q)Qh 

Nimmt man z. B. fiir das Kabel Z ; = 60, 
fiir die Freileitung Z /7 =600 an, so wird: 

600 — 60 ^ 



7 - — 


7 fjii 

^2 

1 ! 

Jkg 

! 1 


E 


f 


600 + 60 

Q r — 0,82 (pj -|- 0,18 q it 

<Pn = — 0,82 Q n 4-1,82 tp T 
Qj ist fast ebenso groB wie cp r am Ende des 
Kabels wird cp T fast ebenso reflektiert als ob 
das Kabel offen ware, weil die Freileitung 
groBe Induktivitat hat. 

Die auf der Freileitung zum AnschluB- 
punkt des Kabels wandernde Welle g n wird 
mit umgekehrtem Vorzeichen fast in voller 
Starke reflektiert, da das Kabel, das eine 
groBe Kapazitat besitzt, fiir die auf der Frei- 
leitung ankommende Welle nahezu einen Kurz- 
schluB darstellt. 

Fig. 219 zeigt den Anfang des Ladevor- 
gangs unter Vernachlassigung der Darnp- 
fung. Eine resultierende Spannungswelle P 
wandert iiber das Kabel und erreicht den AnschluBpunkt z. Z. 
l r 

tj — ~ ; nach dieser Zeit ist (abgesehen von der Dampfung) 9 ? / = |P, 
Q n — — | P, die resultierende Spannung am Ende des Kabels ist 

P + Qx = P {4 +|4"|[# — (* — fi)]} = 

Die Spannung ist nahezu verdoppelt und zieht mit dieser Hohe 

l' I 1 

in die Freileitung ein. Zur Zeit t n = -*—+■ — gelangt die Welle an 



Fig. 219. 


das oflene Ende und wird dort mit gleichem Vorzeichen reflektiert. 
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Die resultierende S pa nnuri g wird dort, abgesehen von der Dampfung, 
3,64 P, somit nahezu der vierfache Wert. 

Foigt auf eme Leitung eine zweite mit wesentlich hoherer 
Charakteristik, so wird eine an der Ubergangsstelle eintreffende 
Schaltwelle nahezu verdoppelt. Der Grenzfall q = l ergibt sich, 
wenn Z n unendlich grofi gegen Z r ist, d. h. am offenen Leitungsende! 

Oft betrachtet man in erster Annaherung Wicklungen von 
Maschinen und Transformatoren als Leitungen, deren Charakteristik 
sehr groB gegen die eines Kabels oder einer Freileitung ist. Es foigt 
dann, daB jede auf die Wicklung treffende Schaltwelle mit nahezu 
doppelter Hohe in die Wicklung einzieht. 

Die Hohe der eintreffenden Welle hangt von der Art des Vor- 
ganges ab und braucht an sich nicht gefahrlich zu sein. 

Beim betriebsmaBigen Einschalten, z. B. einer zweipoligen Leitung 
mit der Betriebsspannung p, wandert auf jeder Zuleitung eine Welle 
von der halben Amplitude ± | p m gegen Erde, so daB beim Eintreffen 
an der Spule die Isolation gegen Erde nur mit der betriebsmaBigen 
Amplitude beansprucht wird. Die beiden Wellen entgegengesetzten 
Yorzeichens treffen sich in der Mitte der Spule und heben sich dort 
auf, der Mittelpunkt behalt dauernd die Spannung Null. Anders 
beim einpoligen Einschalten, hier wird, wie bei der Leitung II im 
Beispiel, die Spannung am isolierten Ende nochmals auf den doppelten 
Wert reflektiert, hier auf die doppelte Amplitude. Ist ein Pol der 
Zuleitung geerdet, so erhalt die andere die voile Betriebsspannung 
gegen Erde, die beim Auftreffen auf die Wicklung verdoppelt wird. 
Auch bei Riickziindungen beim Absehalten eines Kabels (s. S. 291) 
erfolgt bei der Neuziindung ein Einschalten mit doppelter betriebs- 
maBiger Amplitude, bei noch hoheren Spannungen ziindet der 
intermittierende ErdschluBlichtbogen. 

Die Isolation gegen Erde wird daher stets fiir die doppelte 
Betriebsspannung bemessen. 

Am gefahrlichsten fiir die Wicklung ist das Eindringen der 
steilen Wellenstirn, d. h. der Spannungssprung. Er entsteht bei 
der Einleitung eines Schaltvorganges durch einen Schaltfunken und 
bedeutet fiir die Wicklung, daB benachbarte Windungen zeitweise 
die voile Spannung der Welle gegeneinander annehmen. Sie iiber- 
steigt die betriebsmaBige Beanspruchung um ein Vielfaches und erklart 
die haufig zu beobachtenden tJberschlage zwischen den Windungen. 

Da die Wellen beim Fortschreiten gedampft werden, sind die 
ersten Windungen am meisten gefahrdet und sind besonders stark 
gegeneinander zu isolieren. 

Die Hohe der Schaltwelle bedingt die Hohe der Windungs- 
beanspruchung. Beim einpoligen Schalten war die Spannung am 
isolierten Ende der Wicklung 2 p m , ist der zweite Schalter dabei 
nur noch so weit geoffnet, daB der Funke iiberspringen kann, so 

21 *. 
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beginnt, da er die Spannung — \p m gegen Erde hat, ein Schaltvorgang 
mit 2,5facher Amplitude. Beim ungleiehzeitigen Schalten, wie es 
beim Schalten mit Trernimessern vorkommt, werden in der Tat 
Windungsdurchschlage am zuletzt eingeschalteten Ende haufig be- 
obachtet; solches Schalten ist grundsatzlich zu vermeiden. 

2. D er Schalter liegt an der Verbindungsstelle zweierLei- 
t ungen. Leitung I steht unter Spannung, wenn z. Z. t = 0 der Schalter 
geschlossen wird, Leitung II ist noch spannungslos. Zu Anfang ist daher 
auf Leitung I p aJ ==P ) i aI = 0, 

auf Leitung II p all — 0 , i a// = 0. 

Im Endzustand ist fiir beide Leitungen p e = P, i e = 0. 

Daher werden die Wellen z. Z. t — 0 

fl 1 (*)=// 2 (*) = ° 

fill (*) == f'u 3 (*) = 2 

oder mit der friiheren Bezeichnung fiir die t)bergangsstelle x = l r 

<Pi=Q I =0 

(p fI = Q JI = 2 

Nach dem Beflexionsgesetz Gl. 422 ist dann unmittelbar nach 
dem Einschalten, da <p J = 0 ist, 

Q I = qcp 1 J r {l — q)Q II = — \P(l—q), 

<Pn = {'■ 1 + ?) V, ~ 2 Q n = + I P 1 ■ 

In die Leitung II wandert also die resultierende Welle 

'Pn = Pe + P f n= PJ r ( Pn-\-Qn= = l P { 1 +^ :; = P Y~fz^ * (42 ^ 

In der Leitung I iiberlagert sich iiber die Spannung P eine 
„riicklaufige Schaltwelle^ 

e/ =-|P(l- 2 ) = -P-^-- . . . (424) 

Der Strom ist 

9u—Qn p 

Z,+Z a ‘ 

1st Z n Z T , . also z. B. wenn die zuzuschaltende Leitung II 
eine Freileitung, I ein Kabel ist, so ist die resultierende in Lei- 
tung II einziehende Welle p n etwas kleiner als P, die riicklaufige 
Schaltwelle q x ist klein. Im Grenzfall, wenn Z } als sehr klein gegen 
Z u vernachlassigt und q^l gesetzt werden kann, ist p n ^P 
und 0. 

Ist dagegen Z J ^>Z n , also wenn die zuzuschaltende Leitung II 
ein Kabel, die eingeschaltete I eine Freileitung ist, so ist die in 
das Kabel einziehende Welle p n klein (im Grenzfall, q ^ — 1, 
p n =0), die riicklaufige Schaltwelle q x ist dagegen grofi (im Grenzfall 
gleich — P). Hier bringt das Kabel, das einen grofien Ladestrom 
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aufnimmt, die Spannung am Ende der Freileitung, die nur geringe 
Kapazitat besitzt, zum Abfall. Die beiden Falle sind in Fig. 220 
dargestellt. 

Auch dieses Beispiel gestattet einige wichtige SchluBfolgerungen, 
auf die Riidenberg 1 ) und Linke 2 ) hingewiesen baben. 

Denken wir uns Leitung I ersetzt durch einen Stromerzeuger, 
so liegt der zweite Fall vor, daB Z 1 ^>Z U ist. Da die Spannung 
des Generators im stationaren Zustand vom Spannungsmittelpunkt 


Kabi 

i/ Freilertunq 

v * — , i Generator y 

rninBlIlh*" nnrmrn^ 0 " '' 

Freilerti 

A 

ung KabeJ 

i; ! 

Y A 

nwn 1 wiTTn-*" yrttTfflUll 


j ^ r . . _ 

U*c_j " U--J 

Fig. 220. Fig. 221. 


an langs der Wicklung ansteigt, kann der Anfangszustand etwa durch 
die schrage Gerade Fig. 221 dargestellt werden. P ist die Spannung 
des Endes der Wicklung gegen den Mittelpunkt, bei einem Einphasen- 
generator die halbe Betriebsspannung, bei einem Dreiphasengenerator 
die Phasenspannung (Sternspannung). 

Durch das Eindringen der riicklaufigen Schaltwelle sinkt die 
Spannung an den Generatorklemmen nahezu auf Null und es wandert 
ein Spannungssprung in die Wicklung, dessen Hohe fast gleich P 
ist, wobei die Isolation von Windung zu Windung stark be- 
ansprucht wird. 

Noch ungunstiger liegt der Fall, wenn zwischen dem Generator 
und Schalter ein Stuck Freileitung liegt. Wird durch den Schalter 
ein Kabel angeschlossen, so wandert zunachst die riicklaufige Schalt- 
welle vom Schalter in die Freileitung. Gelangt sie an den Generator, 
so wird der Spannungsspiung durch Reflexion nahezu verdoppelt, so 
daB die Isolation der ersten Windungen entsprechend holier be- 
ansprucht wird. 

Die beim Einschalten von Kabeln, besonders hinter einem Stuck 
Freileitung, beobachteten Windungsiiberschlage an Generatoren sind 
hierdurch zu erklaren, und werden durch Schalter mit Widerstands- 
stufe verhutet. 


*) Elektrotechnik und Maeohinenbau 1912, Heft 8. 
2 ) Archiv f. Elektrotechnik Bd. I, 1912, Heft 4. 
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Die Betrachtung zeigt auch, daB man bei Untarauehung des 
Einsehaltvorganges auf der Leitung die Riiekwirkung auf den Generator 
nicht ohne weiteres vemaehlaaaigen dark Bei den oiufachon Reiapielen 
S. 29(> batten wir daher hervorgehoben, daB die Stromquello mit 
groBer Kapazifciit versehen zu denken ist. 

Eine weitore Folgn ist, daB die umgekehrte Reihenfolga: Frai- 
leitung— Kabel — Generator (odor Tranafonnator) einen W indungs- 
aehutz fur die Wioklung ergibt, weil von jeder ana der Freileitung 
kornrnenden Wanderwelle nur ein Bruehfcoil in daa Kabel einzieht 
(a. Fig. 220). Die Einachaltnng eiries Kabelatuekea zwiaohen Frei- 
leitung und Maschinanwicklung ist eine hilufig geirofTene MaBnahme 
auch bei Hoehspannungsmotoren. Das Kaholaitiek noil zwiaohen 
Sohalter und Maschine liegen. 

Bei der vollatandigen Verfolgung den Vorganga wiiren die wieder- 
holten Reflexioneu an alien Obergangaatellen und Loitungsondon zu 
berueksiehtigon. Von Interaase «ind moist die Fiillo, bei dernm die 
Dampfung wahrend der Laufzail fiber ein Leitungaatuok goring ist, 
also worm die Lange nines St nukes kurz gegeri 
die anderon ist, 

8, Zwiaehen zwoi langen Leitungen liegt 
Fig. 222. oin kurzon Leitungsst nek (Fig. 2221 die Ohn- 

rakteristiken snien Z r Z ir % tir 

Eine Wanderwelle mil der Spamumg P gobuigt aus Leitung I 
komrnend z. Z. t -- o an die ObergangHatelle a zur Leittmg IL Sei 
q (l der Reflexions faktor einer Welle, die von 1 naeh U lauffc, so 
tritt z. Z. t 0 in Leitung II eine Teilvvelln p Jt P ( 1 j q ti \ iiber, 
wahrend p v t ~ - Pq n in Leitung I zuruckltiuft. Die Welle p a P[ 1 | q tl ) 

golangt z. Z. t — t x naeh der Pbergangsstelle h zur Leitung III, 

v /t 

Der Reflexionsfaktor beim Obergang von Leitung II auf III sei 
fit, und es tritt nun p J/r P(l ^ <yj(l j q h ) naeh leitung III iiber, 
wahrend p L , // = P (1 | q a ) q h auf Leitung II zurueklauft und z. Z. 
2^ naeh a gelangt. Fur dieae in umgekehrter Riehtung wandernde 
Welle ist der Reflexionsfaktor —q a , der Durehgangsfaktor (1 q tt K 
Eh folgen nun zu Zeiten, die ungerade Violfitehe von t x wind. Re- 
flex ionen am Punkt b, bei geraden Violfaehen von t % am Punkt a. 
1st Leitung II kurz gegen I und III, so erfolgt eine groBe Anz&hl 
Refiexionon, oho die naeh den Leitungen I und III iibertretemlen Wellen 
an deren Knden zuruckgeworfan warden. Man orhiilt bei Fort burning 
<les gomeiimmon Faktors P folgendes Reflexiommehema 1 ). 



*) h. Petersen, Areh. f. El. Bd. I, H. 2 2*L Rogowttki, Areh. f. KI. 
Bd. IV, S. 204. Wagner, ETZ 191 ( 1 , Heft M, 



94. Reflexion an der tJbergangsstelle von Leitungen usw. 


327 


csj 

Von Punkt a wandert 

Von Punkt b wandert 

N 

nach Leitung I 

nach Leitung II 

nach Leitung II 

nach Leitung III 

0 

<la 

(1 *4~2a) (1 — 2a) 2^ 

1 + 2« 

(1 +2a)2*(-“2a) 

(l+2a)2a 

(1 4" 2a) (1 + 2*) 

3 1-^ 
4*1 

(1 + ?«)(! — q tt ) 

(1 +?<>)?/(— 2«) 2 

(l“b2«)2* 2 ( — 2«) 

(1 ~b 2«) (1 ~r 2*) 2* ( — 2«) 

6 t x 
■ It, 

(!+?«)(! -%)qfi-qa? 

j( 1 +2«)S , » s (— ?«)* 

(l+2a)2* 3 ( — 2a)~ 

(l+?a)^ 4 ( — 2a) 3 

(1 -j- q^) (1 -f - q&) qi ? ( — q a ) Q 

(l+2a) (l+202/(— 2«) 8 


Tragt man fur einen bestimmten Zeitpunkt alle bis dahin ent- 
standenen Teilwellen auf, so erhalt man das Bild der raumlichen 
Spannungsverteilung. Als einf aches Zahlenbeispiel sei angenommen, 
daB Z / = Z yy/ sei und Z n kleiner, etwa Z // :Z /// = IQ: 1 : 10. Hier- 
fiir wird 


(/ = „ , 9 

_ Z , + Z ,r 11 ’- ^ Z n + Z u: ^ 11 - 

Fig. 223 zeigt rechts die in Leitung III eindringende treppen- 
formig abgestufte Welle, links 
die iiber die ankommende 
Welle P iiberlagerte, ent- 
sprechend abgestufte , riick- 
wandernde Welle. Die Hohe 
der ersten Stufe des in III 
wandernden Wellenkopfes ist 
P (1 + ? a ) (!+?>) = 0,33 P, 
die folgenden Stufen folgen 
entsprechend dem Schema 

einer geometrischen Reihe. Setzen wir zur Abkiirzung (g 6 ) ( — g a ) 
so wird die Hohe des Kopfes bei der n ten Stufe 

p(i+? a )(i+ft)[ 1 +e+e 2 +-"+e n ~ 1 ] 

i — 



Q, 


: P (1 + 2 0 ) C 1 + 2&) ■ 


1-0 


(425) 


Die Breite jeder Stufe entspricht dem Fortschreiten in der 
Zeit 2 t x und ist auf Leitung III: 


- 2 h v m = 


2 l„ V -nL. 

U 1 T 


Fur eine beliebig lange auf I ankommende Welle wird der 
Grenzwert der Hohe des in III einziehenden Wellenkopfes, da in 
Gl. 425 fur groBe Werte n Q n gegen 1 verschwindet, 

P (! ~4~ 9a) C 1 + 2 t) _ p. ^ Z _m__ ' _ . . (426) 

l~| _ 2a2s Z r~\~ Z m 

das ist der Wert, mit dem eine auf I ankommende Welle direkt 
nach III ubertreten wurde. Ist die ankommende Welle hinreichend 
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lang, so wird die Hohe der iibertretenden Welle durch die Zwischen- 
leitung II (abgesehen von der Dampfung) gar nicht beeinflufit. Sie 
bewirkt nur eine Verbreiterung des Wellenkopfes und eine stufen- 
weise Ladung der Leitung III. 1st III eine Maschinen wicklung, 
Z in ^>Z iy so wird die iibertretende Welle im Grenzfall koher als die 
ankommende, und kann schon nach wenigen Stufen die urspriing- 
liche Hohe erreichen. Der durch die . Verminderung der ersten 
Spannnngsstufe erzielte Windungsschutz wird daher illusorisch, wenn 
die Verbreiterung des Wellenkopfes bei Erreiehung der vollen Span- 
nung kleiner ist als die Lange einer ganzen Spule der zu schutzen- 
den Wicklung. Die (reduzierte) Lange des schutzenden Zwischen- 
stiickes muB daher der Spulenlange der zu schutzenden Wicklung 
angepaBt sein. 

Da der Grenzwert der iibertretenden Welle nach (426) unab- 
hangig von Z fJ ist, gelten diese Erwagungen auch, wenn Z JT groBer 
als Z x und Z 1U ist. Betrachtet man eine Schutzdrosselspule mit sehr 
kleiner Erdkapazitat als Leitung von sehr hoher Charakteristik, so 
folgt, daJB ihre Lange ebenfalls der Lange einer ganzen Spule einer 
zu schutzenden Transformatorwicklung angepaBt sein muB. Der 
mangelnde Schutzwert kleiner Drosselspulen ist bekannt. 

Ist die Lange der auf I ankommenden Welle begrenzt (Z 0 ), so 
steigt der in III iibertretende abgestufte Welienkopf nach einer 
Anzahl (m) Stufen nicht mehr, wenn mx' in — l Q ist, es schlieBt sich 
ein entsprechend abgestufter Wellenschweif an. Nur in diesem Falle 
wird, auch abgesehen von der Dampfung, die Hohe der Welle ver- 
ringert. 

Fur die in Leitung I wandernde Welle erhalt man aus dem 
Reflexionsschema die Hohe bei der w ten Stufe, wenn wieder abgekiirzt 
= gesetzt wird. 

P \Sa - + (! + 9 a) (1 - O % {1 + Q + Q 3 + • • • • + Q n ~ 2 }} ' 

1 _ Qn-11 


= P 


?o + (! + ffj C 1 2a) 26 ' 


(427) 


l— Q J 

Diese Welle uberlagert sieh iiber die einfallende. Je nachdem 
2a ne gativ oder positiv ist, d. h. Z j, entstebt eine Senkung oder 
eine Erhohung der einziehenden Welle. 

Fiir groBe Werte n verschwindet in (427) rechts wieder 
gegen 1 und der Grenzwert der Hohe der reflektierten Welle ist 


9 a- 


. I 1 - ~l~2a)(l 2 a) 2t 

1 +2 a 2 6 


. p ^ III ' 


Zr 


z. 


(428) 


das ist der Wert der von Leitung III direkt nach I zuriiekgeworfenen 
Welle. 

Liegt an einem der Lbergangspunkte in Fig. 221 ein Schalter, 
z. B. in b, wobei I und II vor dem SchlieBen des Schalters auf die 
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Spannung P geladen waren, so laBt sich fiir die wiederholten Re- 
flexionen an a und b das analoge Schema aufstellen. Hier lauft 
nach dem SchlieBen des Schalters zunachst von b nach Gl. 423 und 
424 Seite 324 nach Leitung III eine Ladewelle ~ P (l -|- q^) und in 
Leitung II eine Entladewelle | P(q b — 1), von dieser wird in a auf 
Leitung II reflektiert | P {q h — 1)( — g a ), wahrend 'niach I durchtritt 
| P(g 6 — l)(l — Qa) U8 ^- Man erhalt als Grenzwert der Hohe fur die 

riicklaufige Schaltwelie nach I wieder den Wert — P — — ~~ — , der 


Fig. 224. 


2j j -f- Z nl 

bei direkter Reflexion von III nach I auftreten wiirde. 

4. Durch wiederholte Reflexionen an Leitungen verschiedener 
Charakteristik konnen, wie Petersen 1 ) gezeigt hat, bei richtiger Ab- 

stimmung Resonanzschwingungen ^ z 2 & z^ 

erregt werden. Eine Leitung I 
Eig. 224 werde am Leitungsanfang 
eingeschaltet, an ihr Ende schlieBt 
sich eine Leitung II an. Die resultierende Ladewelle von der Span- 
nung P gelange z. Z. t — 0 an die Ubergangsstelle a. Von hier tritt 
nach Leitung II eine Welle p n(0) = P (1 -f- q) iiber, nach I wird 
Pei(Q)~P$ reflektiert. p nW gelangt z. Z. t 1 — l II jv ll an das offene 
Ende von Leitung II und wird mit gleichem Vorzeichen reflektiert, 
so daB auf II sich eine nach a zuriickwandernde Welle p eiJ ( 0) = 2? /7(0) 
iiberlagert. In derselben Zeit ist auf Leitung I p ej (0) nach dem 
Anfang gewandert und wird, da dort die Spannung konstant ist, mit 
umgekehrtem Vorzeichen reflektiert. Sind die Laufzeiten fiir beide 
Leitungen, d. h. die reduzierten Langen, gleich, so trifft die am An- 
fang von I reflektierte Welle p J(Q) = — p Q1 ^ = — Pq mit der am 
Ende von II reflektierten p Qn ^ 0) gleichzeitig in a ein. Die nun ent- 
stehenden Wellen p n fa und p er ^ berechnen sich nach den Gl. 422 
S. 321 und das Spiel wiederholt sich jeweils nach der Zeit 2 t x . 
Die aufeinanderfolgenden Werte der von der Ubergangsstelle aus- 
gehenden Wellen p ir(n) und p ei(n) konnten durch Potenzen von q 
ausgedriickt werden; fiir die Auswertung einfacher ist folgender Weg. 
Nach n Hin- und Herlaufen wird nach Gl. 422 

Venn) = 2 ?/(„-!) + (1 —9) Psmn-l 
P/r(n ) == QPe H - “t - ff) Pj(n- 1) 

Hierin ist wegen der Reflexion an den Leitungsenden 

Pl(n- 1)~ Pq 2(n—l) UnC ^ Psinn-l) ~ Pll(n-l) 

PeiQn) — $ Pq 2(n — l) #) Pll(n- 1) \ 

^i/(n) = — VPlKn-D—^+riPeKn-l) I 


■° } 
l(n-l) ) 


(429) 


(429 a) 


*) Arch. f. El., Bd. I, S. 283. 
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Die Losung dieser linearen Differenzengleichungen ist 

P S!M = Ae> ' an ’ Pu(n) = BeJan > • - • (430) 

worm A, B und cc zu bestimmende Konstanten sind. Setzt man (430) 
in (429a) ein und dividiert durch ii ; so w f r( j 


A [cos cc -f -j sin a -j- q\ = (l — q) B 
B [cos a -f -j sin a -f- q] = — (l -f- q) A 

Durch Division der beiden Gleichungen wird zunachst 


B—jA 


"Vi 


+ J 


(431) 


(432) 


und damit in (431) 

cos a — — q (433) 

Dieser Bedingung geniigen zwei Werte ±cc, daher hat die 
Losung (430) zwei Glieder. Mit Riickeicht auf (432) wird 

~ ( A i + A.) cos n a -j~i (A x — A.,) sin n cc 
PiiM = B i eS “ " + B, e ~i“ " 


~\/ 1 ( A i~ 1 rA 2 )amncc-^-j(A 1 — A 2 ) cos ncc] 


(434) 


Nun ist fur n — 0 

Ve /(o ) = P q = -j- At 2 

^//(0) = P (* + q) —j [A x 

und hiermit endlich 

= P [q cos na-\- V(l+^(l~Y) s i n n «] 

|~( 1 ~f~ S') cos n cc — q \/ ~ s i 
r 1 — a 


^V{± 


I (n) ' 
'Pll(n) ~ -P 


: smn^ 


(485) 


worm a durch Gl. 433 bestimmt ist 

sf “ “ 

dc rt r t ;:: g + ^)^r “ rm ^ v °" 3, > bi - 6< > h< ™ ht 

am UI t b T ig6n d6n zeitlichen Verlauf der Spannungen 

m End* der zweiten Leitung ohne Beriicksiehtigung der Dampfune 
fur zwex FaUe. Bei 225 a ist Leitung I ein sSbd, II eZ^r I 
leitung, bei 225b ist es umgekehrt. Dabei ist 
fur Fig. 225a Z t :Z u *= 1:10, 

” ” 225b Z,:Z„ = 10:1 ’ 


cos cc = q = — 0,818 k^145° 

cos a =r — ? = -J- 0,818 arv 35° 
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Die Spannungssprfinge folgen sich in Abstanden der doppelten 
Daufzeit ( 2 Q fiber eine Leitungslange, sie ergeben periodisehe Scbwin- 
gungen entsprechend der pe- v 

riodischen Wiederkehr der 3 

Funktionen in Gl. 435. Dureh 2 

die Dampfung werden sie all- 1 

mahlich verkleinert und 
schmiegen sich dem Endwert 
P immer mehr an. 

Am groBten werden die 
Resonanzschwingungen am 
Ende der kurzen Freileitung, 
die an ein Kabel anschlieBt 
(225a), aber auch bei dem Fig. 225 b. 

Kabel steigen sie auf den dop- 
pelten Wert der Einschaltspannung, obwohl der erste LadestoB nur 
klein ist. 




Fig. 225 a. 


1)5. Widerstand, Induktivitat und Kapazitat an der tfber- 
gangsstelle von zwei Leitungen. 

1. Widerstand 1 R 0 zwischen zwei Leitungen. 

Sind zunachst wie friiher cp v g r , q o u ’ g n die Momentanwerte 
der Wellen auf den Leitungen I und II an der tlbergangsstelle, so 
ist fur die freien Schwingungen an dieser Stelle 


7 / V ip 

o * 

Aus diesen Gleichungen folgt 

<P—Qi = <Pti— Qu 
Z ± Z u ’ 

Vr f~ Qz— Qu 4~ R 0 • 

n u 

Betrachtet man wieder <p x und g n als gegeben, so wird 

%i i — %jT f~ I ^ Z i 

6/ ~ rpl Z { + Z a +R 0 + Qll z i +Z n + R 0 


( Pj,= Qn 


Z T -\- Z fr -\- R 0 ’ 1 Z t -j- Z n -f- R 0 


Q^ViVi+Qut 1 — 9i) \ ^ 437 j 

<Pi t — — 0//3ir+9 5 /( 1 +9'//) ) 


Z u — Z r -\- Rq 




z i J r z n- 


worm 
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Der Reflexionsfaktor q r von Leitung I nach II ergibt sich aus 
dem ohne Widerstand (s. Gl. 421a und b), wenn statt Z n die Summe 
Z n -j- R 0 gesetzt wird, und — q n von Leitung II nach I, wenn 
Zj-\-R 0 statt Zj gesetzt wird. Der Widerstand wirkt bei der Re- 
flexion an jeder Leitung so, als ob die Charakte- 
ristik der folgenden Leitung um R 0 vergroBert 
ware. 

Schalter mit Widerstandsstufe. Lei- 
tung I hat die Spannung P, Leitung II wird 
iiber den Widerstand eingeschaltet. Wie auf 
S. 324 wird <pj=0, Q n = — \ P> 


R 0 

— AAAr- 


Fig. 226. 


Die in Leitung II einziehende Spannungswelle ist 
2 5 ;/ = j3 + 9’wT^/ = 7- P ( 1 + 1,)=P 


Z„ 


2 

die in I zuriicklaufende Sehaltwelle 


Z i-\~ Z n^\~ R o’ 


(439) 


Ql 2 P( ' 1 P Z / -i-z',+H 0 ’ ' ^ 44 °^ 

der Strom ist 

Vi—ej . 9ri Qn P 

Z I Z 1I Z I~\~ Z U~\~ R 0 

Gegeniiber den Gl. 423 und 424 zeigt sich die Verkleinerung 
der Sehaltwellen durch die Widerstandsstufe. Nur ist darauf zu 
achten, daB beim KurzsehlieBen des Widerstandes nicht groBerc- 
Sehaltwellen entstehen. 

Ist z. B. die Leitung II offen, ihr Ladestrom, so wird bei 
der zweiten Schaltstufe die Spannung J 0 R 0 auf Leitung II ge- 
schaltet. Dabei wird die riicklaufige Sehaltwelle nach Gl. 423 S. 324 

Zj 

~ J o sie S leicl1 der zuerst auftretenden (Gl. 440) 
sein, so wird 

p ^ r 7? Z r 

z,+z„+r 0 - j ^z^rz,; 

woraus R 0 berechnet werden kann 1 ). 

Trifft eine resultierende Wanderwelle von der Hohe p , aus 
Leitung I kommend, auf den Widerstand, so erhalt man die reflek- 
tierte p eI und die ubertretende p„, wenn in Gl. 436 g u=0 gesetzt 


Pei=P t f[j 
PlI ~ Pi C 1 + ff/y) : 

i — Pu. 


- T Z n+X* 

P 'Z, + Z n + R 0 
2 Z n 

- V 'Z 1 + Z lr +R 0 

2 P, 


Z n Z, + Z n +R 0 - 


1 ' ; s - Rudenberg, Elektrot. u. Maschinenbau 1912, Heft 8. 
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Die iibertretende und die reflektierte Spannung werden gleich 
groB, wenn R Q = Z 1 -f- ist. Fur diesen Wert wird die im Wider- 
stand vernichtete Leistung i 2 R 0 ein Maximum. 

2. Eine Induktivitat L Q in Reihe mit zwei Leitungen. 

Da die Induktivitat ihre magnetische Energie nicht plotzlich 
andern kann, verhindert sie den sprungweisen Ubertritt einer Welle 
von einer Leitung zur anderen 1 ). Sie ist der Grenzfall eines Zwi- 
schenstiickes (s. S. 326) von der Lange 0 und mit Z = o o. Wir unter- 
suchen den t)bergang einer auf Leitung I ankommenden Welle p r 
Es ist 


. Pi, Pei Pii 


Vi~\~PqI 
Eliminiert man p e i 3 so wird 
d ¥n 




Z n dt 


dt 


+ Pn - L T - a == 2/ P>T~ ' 

"0 "0 


Ist Pi konstant (Rechteekwelle), so ist die Losung 

2Z, 

Pu-- 


Vj 




,, z i+ z a 
-f-ke Xo t ■ 


Da fur t = 0, i=0 und p u = 0 ist, wird mit 

Pif=Pi 




2 Z T 


Der Strom i und die reflektierte Spannung sind 


(441) 


V, L 

Z„ 


2p r 

‘3,+ Sj 


-(!■ 




~e~ 

2Z, 


(1-e-t*) 


(442) 

(448) 


Zi 


Z j~\~ Z n 

Nach einer Zeit t, in der p „ j um — Xj—Vjt in Leitung I, 
p lt um x n = v n t in Leitung II gewandert ist, ergibt sich das 
raumliche Bild Fig. 227. Der Ubertritt nach 
Leitung II erfolgt allmahlich nach einer Ex- 
ponentialkurve, sie ist der Grenzfall des nach 
einer geometrischen Reihe abgestuften Wellen- 
kopfes in Fig. 223. Die nach I zuriickgewor- 
fene Welle beginnt mit einem Spannungssprung 
in voller Hohe, der sich iiber die einfallende 
Spannung lagert. 


L 0 

►tzt ~ fnn~ 
^ L~J 

T'Si 

^inn- 



Fig. 227. 

Das grofite Spannungsgefalle in der Leitung II liegt bei t = 
dt Sp lr . 2 p I Z 1I 


dx 


dt dx v rT dt 




: 0 . 


x ) s. Pfiffner, Elektrot. u. Maschinenbau 1912 47 
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Fur t — 0 ist, da- 


-L n die Induktivitat der Leitung pro 


km ist, 






Eine Energieabsorption findet in der Drosselspule nicht statt; 
die von der ankommenden Welle mitgefuhrte Leistung tritt zum 
Teil auf Leitung II uber, zum Teil wird sie nach Leitung I reflek- 
tiert, ein weiterer Teil dient zur Ladung des magnetischen Eeldes 
der Drosselspule. Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die 
Drosselspule in die beiden Leitungen. Die Energie wird nur durch 
die Verluste verzehrt. 

Eine gewisse Energieabsorption kann durch t)berbruckung der 
Drosselspule durch einen Widerstand E 0 erzielt werden; er soil den 
stationaren Strom nicht wesentlich beeinflussen, sondera hauptsach- 
lich die freien Schwingungen hindurchlassen. Fur die Teilstrome %r 
und i L ist bei Parallelschaltung 

7f ■ 

Eine Welle p f auf Leitung I treffe zur Zeit 2=0 ein. Hier ist 


Pi+'P e i = Pn+ L o' 


Pi — Pol 

z. 


: % L ~r % R — % L - 


Durch Elimination von p n und p Ql wird 


Zj-\-Z L 


J L 0 .r 0 - 


•Zi + Z« 


L 0 r 0 - 


Rq dijj 

R 0 dt 






■ _ Z L -f- Z L 


Da fur 2 = 0 i L — 0 ist, wird 

«) 

i n e — 

R 0 dt R 0 -)- Z r ~\- Z n 


-Z r ' r Z u 


Pii — (.*£ is) 


V 0 i==p,~V u \ 


■z;+zZ (1 ~ e “) + ^T 0 +z' t 


e-s« 

(448) 


,,-pAyn «ft& e - tI 

^ R 0 -\- Zj-\- Z Jr 

( 449 ) 
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Fur t — 0 wird 

Pll =2 P! 


z 


II 


%■ +-Z 7 + Z„’ Psl P 'B 0 + Z 1 ^Z n 

Im ersten Augenblick wirkt nur der Widerstand, p u und p Ql 
sind ebenso groB, wie wenn der Widerstand allein vorhanden ware. 
Die im Widerstand verzehrte Leistung ist 


K + Z'-Z, 


i%R 0 = 4p- 


iL 




-2 it 


/ (- R o +^/ + Z //)’ 2 
Sie ist im ersten Augenblick am groBten und hat ein Maximum 
fur R 0 = Zj -j- Z u . Mit diesem Wert wiirden aber fiir t = 0 die 
nbertretende und die reflektierte Spannung noch halb so groB wie 
beim direkten Ubertritt von Leitung I auf II. 

t)ber die mogliche Energieverzehrung gibt folgende Rechnung 
ein Bild. Die eintreffende Welle habe eine Lange l km; ihre Wan- 
dergeschwindigkeit ist v z km/sek — die Dauer ihres Auftreffens 

f _ L. sek, und die gesamte Energie 

O I 

A = Pl Wattsekunden. 

Z t v t 

Im Widerstand wird wahrend des Eintreffens der Welle ver- 
nichtet 


A'n — — J" ij{B 0 dt = j 


o 


: (1 — - 


(R 0 4 \~ZjA- %ti) z 

u 

Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die Drosselspule von 
ihrem Anfangsstrom (entsprechend Gl. 446 fiir t=t 1 ) in den Wider- 
stand und die Leitungen. Die hierbei im Widerstand verzehrte 
Energie ist 

A k " = A s '( 1 -*-■«*). 

Vernachlassigt man e“ 2f<1 gegen 1, so ist angenabert 

A r Ail -j- Ar' ^ ih Z ; — v _i 

~A = T {R*+Z,+Z a ){Z t + Z n ) l 

Jj q) 

1st z.B. Z t =Z n , B 0 = Z J + Z U , so wird der Ausdruck ^ f ■ 

Fur eine Freileitung ist e, = 3 • 10 6 km/sek" 1 , Z,^ 600. Fur L„ = 1°' 3 
Henry, Z = lkm wird das Absorptionsverhaltms 2o / 0 . Die WirK- 
samkeit ist also nicht sehr groB und nimmt ab wenn ^r jerkleme- 
rung des iibertretenden SpannungsstoBes B 0 groBer gewahlt wird als 
hier angenommen. 

3. Ein Kondensator G 0 parallel zu den Leitungen. 

Ein Kondensator gestattet keine sprungweise Anderung seiner 
Spannung und verhindert ebenfalls den Ubertritt ernes Spannungs- 
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sprunges. Er ist der Grenzfall eines unendlich kurzen Zwischeix- 
stuckes mit Z — 0. 

1st wieder p, die auf Leitung I ankommende Spannung, p er die 
reflektierte, p„ die iibertretende, so ist (s. Fig. 228) 

Vi~\-Pf>i—Piv 

fiir die Strome gilt 


Pi Per Pii 


Z, 


z. 


~\~G i 


a l II 

Eliminiert man p QV so wird 

d Pn I „ Z i J T Z u . 
dt 


d Pn 
dt ‘ 


l + *»C'Z,Z„ 


2 Pi 


Pii= 2 P. 

c= 


z, 


IZ I+ Z II 

Zi+Zji 

Go ZiZn ‘ 


Go Z i 


Pei = Vn~Pr 


, 2 Z n 

■Pi + Pr, " 




(450) 

(451) 

(452) 


—*~hr 


P'Qi 


~7hr 


Tkn 


Fig. 228. 

Leitung II ist am Wellenkopf 

d Vu_ {max) = j-_ ?Pn 
dx v r/ dt {t = o) 


Z i J r Z u 

Fig. 228 zeigt die entstehenden 
Spannungen. In Leitung II tritt der, 
wie bei einer Drosselspule, abgeflacht© 
Wellenkopf p n uber, in Leitung I wan- 
dert der voile Spannungssprung, jedoch 
mit umgekehrtem Vorzeiehen, zuriick. 

Das groBte Spannungsgefalle in 


2pj 


2 Vl Z L 


C Q Z x Vjj C Q Zj Z u v IX 
= O n ist die Kapazitat pro km der Leitung II, daher 

Z T 


Z n v n 

dp II , Z H C n /^cq\ 

— (^) = 2 P/ — — (453) 

Der Vergleich mit dem Spannungsgefalle hinter einer Drossel- 
spule (61. 444) zeigt, daB Kondensator und Drosselspule gleichwertig 
sind, wenn die Beziehung besteht 

Fiir Z I = Z 1I = 600 entsprache einem Kondensator von 0,01 Mfd 
= 10” 8 Farad in bezug auf das Spannungsgefalle eine Drosselspule 
von 3,6 Millihenry. 



95. Widerstand, Induktivitat und Kapazitat an der tlbergangsstelle usw. 337 

Auch der Kondensator verzehrt keine Energie, er wird von der 
einfallenden Welle geladen und gibt die Ladung nach dem Ablauf 
der Welle an die Leitungen zuriick. Wiirde man zur Erzielung 
einer Energieabsorption einen Widerstand in Reihe zum Kondensator 
schalten, so wird im ersten Augenblick ein Teil der Spannung auf 
den Widerstand und auf die zweite Leitung fallen (weil der Kon- 
densator sich im ersten Augenblick wie ein KurzschluB verhalt), der 
andere Teil wird reflektiert. Der allmahliche Ubertritt der Span- 
nung geht verloren, die Reflexion auf die erste Leitung wird ge- 
mildert. 


4. Kombination von Induktivitat, Kapazitat und 
Widerstand. 

Die Aufgabe, sowohl einen stoBfreien Ubertritt der Spannung 
in die zweite Leitung als auch eine allmahliche Reflexion in die 
erste Leitung zu erreichen , kann 1 ) durch Vereinigung von Wider- 
stand mit einer Drosselspule und einem Kondensator gelost werden, 
s. Fig. 229a und b. 

Die auf Leitung I ankommende Welle habe die Hohe p x . Fur 
die Schaltung 229a mit Widerstand in Reihe zum Kondensator ist 




d P c 


{ c R o : 


0 dt ’ 

Pi J tPqi—Pc J T^ o^o 
Vi — Pqi 


7? C d"Pc 

K ° C ° dt ’ 


IL-' 


d Pc _ L 0 d P 


II | 


dt 


Z a dt 


Pn 


Pii 


Zi 


r dp ‘ ' Vl ± 

0 dt ^"Z n 


. (454) 


Fur t— 0 ist p c — 0 und p n — 0, da die Drosselspule den 
Eintritt in die zweite Leitung verhindert, daher wird fur den ersten 
Augenblick 


Pi j tPqi — Wo 


d Pc 

dt 


Pi Pei n d Vc 

Z t 0 dt* 


und es wird p eI — 0, wenn R Q = Z X ist. 

Analog haben wir bei der zweiten Schaltung (Fig. 229b) fiir eine 
auf Leitung I ankommende Welle p x 

Pi-tPqi — ^o ~T Pn 


Pi— P ei 
Zi 


+ ijEt — 4 “ 


L q dij, 
~R 0 dt 


x ) Nach Riidenberg, ETZ 1913, S. 571. 
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Fiir t — 0 ist p c = p n — 0, und i L — 0, dahcr 

Zn 


a) 


b) 


— vrf- 


Vi + Vsi — L 0 d -~ 


Vi—Vqj 


Zx 


Zi 


L 0 djz 

R q dt 5 


Co 


d~P c | dp 
dt * d* 


dalier p QI —0, wenn R 0 =Zj ist. 

Der Vorgang laBt sich nun wie folgfc 
untersuchen, z. B. fur Schaltung 229 a. 

Aus Gl. 454 ergibt sich nach p c geordnet 

_j 1 i KqZi | % i ~f~ % I I __ 

■ L o + 

2 ViZn . Zdpi 1 


Fig. 229 a und b. 

Z 


C'o L 0 (R 0 -j-Zj)‘ dt C 0 (R 0 -[-Z I )' 

Setzen wir gleich den Wert R 0 =Z / ein und betrachten ein© 


Welle konstanter Hohe p,, fur die — 0 ist, so wird 

dt 


d °Pc_ J_^P 






dt 2 ^ l£ 0 “ r 2£ 0 ' r 2C' 0 2j 

deren Losung ist 


+?, 


~r Z fI 
2G 0 L 0 Z r 


= P J 


Z 


u 


AW 


Pc 2 Pi -]-1c x e Ylt -\-lk^e nt 


worm 


ri,2=— - 


A/ | A 
■A. *A 


2 %. 




VIE 


A? _|_ _?/_ 
A> 


2 W 


.A + A, 

2L 0 O 0 Z/ 


Sind die Wurzeln reel! so ist die Ladung aperiodisch, sind si© 
lmagmar, so ist sie oszillierend. 

Im ereten Fall erhalten wir folgende Bestimmung der Kon- 
stanten. Fur < = 0 ist p c = 0, und infolge der gewahlten GroBe 
R 0 auch p $r ~ 0. Die erste Bedingung liefert 


V+A 


•2 Pr 


-‘u 


J i~T A n 

Die zweite ergibt, da nach der ersten der beiden Gl. 454 

<ho 

dt 

0 V/ “f~ ^i(7i \ H~ 7 2 k 2 ) . 


Pei P I +P c J \-R 0 O 0 - 
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Mithin 


h 


Pi 


y i — r 2 

Pi 


K 7i-y,VG 0 Z^ 7,,+Zi, 


\ , 2 7i Z II ' 

-C 0 zr Zi + Zn- 




Bei oszillierendem Obergang kann man setzen 

| ^ i 

“Tor. 


2 U 0 '2 L 0 ' 2 C b Z, 


1 / Z I A " Z U 1 



, 1 1 

V 2L 0 C 0 Z, 4 

Il 0 H 

2 L 0 

2 O 0 Zj 


-P- 


Pc — % Pi 


Z~+~Z~ n ■ A r Asin (P t + d ) e ~ at - 


Hierin wird, da fiir t — 0 p = 0 , 


Z, 


und f erner fiir t — 0 R 0 O 0 


■aAsmd-\-^Acosd = 

C Q Z/ z 


Vr 


Z T 


daher ist 


A cos <5 = -x^riy + §^ si nd = 7 r~- r v - — ^2p I ~ , 

P° o Z r P P G o Z x P Z i + // n 


A — V (A cos d) 2 -f- (A sin d) 2 und S — arctg 
bestimmt. 

Zi 


A sin d 
A cos <5 


H 




w- ^ 


Thi 




Fig, 230, 


L 0 

Fig. 231. 


In Fig. 230 ist der Verlauf der Spannungen fiir Z I =Z jr = R 0 
= 500 Ohm, C 0 = 0,01 / aJF=10~ 8 F., L = 10~ 3 Henry aufgetragen 
Der Vorgang ist dabei aperiodisch. 

Damit eine derartige Vorrichtung auch gegeniiber Wellen wirkt, 
die von der zweiten Leitung kommen, ist sie sinngemaB symmetrisch 
anzuordnen, wie z. B. Fig. 231 zeigt. Jeder Widerstand soil gleich 
der Charakteristik der ihm benachbarten Leitung sein. 
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96. Verzerrte Wellen. 

Die bisher verwendete Darstellung der freien Schwingungen durch 
unverzerrt fortschreitende Wellen reicht zur Erklarung der meisten 
bei Starkstromleitungen interessierenden Erscheinungen aus. Denn 
hier bieten die freien Schwingungen nur so lange Interesse, als sie 
durch die Dampfung nur wenig abgeschwacht sind, d. h. bei ver- 
haltnismaBig kurzen Leitungen, wo dann auch die Verzerrung der 
Wellen keine wesentliche Rolle spielt. 

Wo die Verzerrung von Bedeutung ist, wie bei langen Leitungen 
zur Nachrichtenubermittlung, lassen sich die Vorgange durch eine 
Reihe von Sinuswellen darstellen. 

Ohne auf die vollstandige Behandlung einzugehen, soli dies an 
einigen ganz einfachen Beispielen erlautert werden. 


l.'Leitung mit Widerstand und Kapazitat. 


Nach W. Thomson hann man bei einem Telegraphenkabel 
in erster Annaherung Selbstinduktion und Ableitung vernachlassigen. 
Dieser Fall gibt einen Grenzfall der Verzerrung, denn von den beiden 
Verhaltnissen, deren Gleichheit die Verzerrungsfreiheit bedingt, wird 
das eine ( R:L ) unendlich, das andere ( A : G) Null. Die Grundglei- 
chungen lauten hier 



— = C~ 
dx dt 


. . (455) 


und nochmals nach x differentiiert 


dx 2 


= RG 


dp 

dt' 


dH 

dx* 



(455 a) 


Macht man fur p den Ansatz 

p = f(x)e- at , (456) 

so wird (455 a) 

= ccRC f(x) — b 2 f(x) , . . . (457) 


wobei abgekiirzt gesetzt ist 

b 2 == a RC (457a) 

Eine Losung von (457) ist, wie man durch Differentiation er- 
kennt, 

f(x) — A sin b x -f- B cos bx (458) 


worin A und B Konstante sind. b ist das WinkelmaB der raum- 
lichen Welle, das mit dem zeitlichen Dampfungsfaktor cc durch 
Gl. 457a verkniipft ist. Da Gl. 458 fur irgendeinen Wert von 6 er- 
fiillt wird, so wird sich das Integral durch eine Reihe von Gliedem 
der Form (458) darstellen lassen, bei denen jedem Werte b K andere 
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Amplituden A x und B x entsprechen. Nach (456) gilt daher fiir die 
Spannung 

p — 2e R ^ t [AxSinbyX-^ B y .GO&b y x"\ . . (459) 
und nach Gl. 455 fiir den Strom 
1 3 -A- h 

i = — ~R^ === ^ e R0t — *4* 008 &** + B H smb„x] . (459a) 


Diese Gleichungen gelten fiir die freien und die erzwungenen 
Schwingungen. Wir konnen nun wieder die freien Schwingungen 
fiir sich behandeln und legen fiir sie die Gleichungen zugrunde. 

a) Beim Einschalten eines Kabels am Leitungsanfang 
ist dort die Spannung erzwungen, die freie Spannung dauernd Null. 
Damit fiir # = 0, der Ausdruck (459) fiir alle Zeiten verschwindet, 
miissen alle B x Null sein. Fiir die freien Schwingungen beim 
Einschalten gilt daher 


p f —2e— RCjt A K sin b x x 

i f — — He RC ~A x cosb H x 
1 K 


(460) 


b) Das Einschalten mit Gleichstrom bei offenem 
Leitungsende. Hier ist der Strom fiir x — l dauernd Null, daher 
nach (460) cos b x l gleich Null, was erfiillt ist, wenn 

W = ( 2x-l)j ....... (461) 

ist, wo % = l, 2, 3 alle Zahlenwerte durchlauft. 

Die Wellenlange X ist, da b x l = 2 tz, 

^ 4 1 

b x 2x — 1 

fiir die Grundwelle (x = l) ist sie die vierfache Leitungslange. Zur 
Bestimmung der Amplituden A x diene n die Grenzbedingungen fiir 
t — 0. Der Anfangswerb der Spannung ist Null, der Endwert p e(0) = P, 
daher die freie Spannung fiir t = 0 

CO 

JV(o) = — p = s - in ( 2 * — *) f- j ■ 

Die Amplituden der Fourierschen Reihe des Rechtecks mit der 
Hohe — P sind nach Kap. VII. Gl. 95 

4 P 


(462) 
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Setzt man 
Spannung P, so 

p = P+P f =P 


diesen Wert in Gl. 460 und addiert die stationare 
ist die resultierende Spannung beinf Einschalten 

(2x --l) a jt 2 -J 7 T. 

-SsT T J: sin (2x — 1) — -y 

2 X 1 & » J 

(463) 



Da der stationare Strom Null ist, wird 


= v= 


2P 

R, 


2 ^ 

i 


(2* — I) 8 jt* t 


#iCi 4 cos(2^ — 1) 


n x 

77 


(463 a) 


Hierin ist R 1 = Rl, C 1 = Cl gesetzt, R 1 und C 1 sind Wider- 
stand und Kapazitat des ganzen Kabels. 

JR ^ = 1 ist die Zeitkonstante des Kabels. 

Fur ein Telegraphenkabel sei R= 7 Ohm/km, (7 = 0,2 /^F/km. 
Einer Lange von 500 km entspricht eine Zeitkonstante x = 0,35 Sek. 




Fig. 232 zeigt die raumliche Spannungsverteilung langs des 
Kabels zu verschiedenen Zeiten nach dem Einschalten, Fig. 233 
den zeitlichen Verlauf des Ladestromes an einigen Punkten des 
Kabels. Die Zeiten sind in Teilen der Zeitkonstante angegeben. 
Am Leitungsanfang ergibt Gl. 463 a fiir t — 0 den Strom unend- 
lich, dies riihrt von der Vernachlassigung des Widerstandes der 
Stromquelle her, dabei wirkt im ersten Augenblick die Kapazitat 
des Kabels wie ein KurzschluB. 

e) Beim Einschalten bei kurzgeschlossenem Ende (etwa 
entsprechend dem Fall, daB der Widerstand des Stromempf angers 
vemachlassigt wird) , ist die Spannung am Leitungsende (x = l) 
dauernd Null. Nach Gl. 460 wird daher sin b H l — 0, hier gilt 

bj — xn (464) 

wo x — 1 , 2, 3, ... wieder alle Zahlenwerte annimmt. Die Wellen- 
lange ist hier 



( 465 ) 
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Fiir die Grundwelle (x — l) ist sie die doppelte Leitungslange. 
Die stationaren Werte sind hier 




fiir die freie Spannung ist daher fiir t = 0 


Pm z==1 ~ P \ i f)~ ^ A„sinxjz — . 

Die Amplituden der Fourierschen Reihe erhalt man nach 
Kap. VII. 


= yJ~ p ( 1 -f) sin (^T) rfa 


und hiermit Strom und Spannung beim Einsehalten 

P = p(i-j)+^=P 1 — y — ^AV-^^sin 


p P r / \i \ K J 

i== R' + i f = -R 1 [ 1 + 2 A' e 

Fig. 234 zeigt wieder die Spannungsverteilung langs des Kabels 
zu verschiedenen Zeiten und Fig. 235 

den zeitlichen Verlauf des Stromes r—r — — — — — — — — — 

an verschiedenen Punkten. 

Zur Berechnung der Vorgange z 

eignet sich fiir die hier vorliegenden 
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2. Die Ersatz sc halt ung einer Spule mit Windungs- 
kapazitat 1 ). 

Das Verhalten dieses Stromkreises (Fig. 168 S. 218) im stationaren 
Zustand ist in Kap. XI S. 218 erortert worden. Hier untersuchen wir 
die freien Schwingungen beim Laden mit konstanter Span- 
nung j P, was etwa dem Auftreffen einer Rechteckwelle auf die 
Spule entspricht. 

Die Fortpflanzungskonstante v ist nach Gl. 274 S. 218 fur einen 
Vorgang nach dem Zeitgesetz e yt , wenn y statt jco gesetzt wird, 


'”Vr 


LCy 9 


(467) 


- \-KLy 2 

C ist die Kapazitat gegen Erde fiir die Langenheit, K ebenso die 
Windungskapazitat. 

a) Ist das Ende der Spule isoliert, so ist die Spannungs- 
verteilung nach Gl. 277 S. 219 fiir konstante Spannung P 

gof V (l — x) P 


(468) 


Eof Vl Z(y) 

z (r) ist der Operator fiir die freien Schwingungen und die 
Werte y sind (s. S. 278) die Wurzeln der Gleichung Z {y) = 0. Nach 
(468) wird Z (j ,) =0, wenn (£oj>Z = 0 ist. Die Fortpflanzungskon- 
stante v ist allgemein (s. S. 185) v = a-\-jb, worm a der raum- 
liche Dampfungsexponent, b das WinkelmaB ist. Hier ist a — 0, da 
wir die Verluste vernachlassigt haben, daher wird 

(£of vl — (£of jbl=cos bl — 0, 

wenn 


Vyl-- 


-.')b yi l ] g (2 x - 


i) 


(469) 


ist, worin x = l, 2, 3 ... alle Zahlenwerte annimmt. 

Zur Bestimmung der Werte y erhalten wir aus (467) und (469) 


r = 


LC (1 — v 


7»=+i 


2 1 


(2 pc — 1) 


VLC 


V- 


~ 4 ( J PC 


■ (470) 


Die y sind imaginar und bedeuten Kreisfrequenzen (/?). 

In dem Ausdruck (470) ist Cl die gesamte Kapazitat des Strom- 
kreises gegen Erde (da die Elementarkapazitaten C fiir die Langerx- 

r ) s - K W. Wagner, Elektrot. u. Maschinenbau 1915, Heft 8/9. 
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einheit parallel geschaltet sind) und-y-die gesamte Windungskapa- 

V 

zitat zwischen den Enden (da die Elemente K in Reihe geschaltet 
sind). Das Verhaltnis der gesamten Windungskapazitat zur ge- 
samten Erdkapazitat setzen wir zur Abkurzung 

K 


l 2 C 


= d. 


S ist eine kleine Zahl, wahrend K viel groBer ist als G. 

Zwischen der Kreisfrequenz nach (470) und dem Winkel- 

maB b x besteht die Beziehung, wenn wir noch in (470) —t= - — v 

K J VLC 

setzen, 

(471) 

Der Grenzfall (5 = 0, d. h. K — 0, enbspricht einer gestreckten 
Leitung, bei der wie hier die Verluste vernachlassigt sind. 

Bei der Leitung wachsen die Eigenfrequenzen unbegrenzt mit x, 
hier haben sie einen Grenzwert fur x = oo 




Viz' 


Zur Bestimmung der Amplituden dient die Formel von 
Heaviside Gl. 368. S. 279 

P , PS&H* 

— r 


J (0) 


dZ 

HU 


dZ 


Fiir y = 0 wird Z (0) — 1, ferner ist y — = y 


dZ dv 


Hierin wird nach (467) und (469) 
fdv 
[dy. 


dy f dv dy 




-v x (l-vS = (l + h* = jb H (1 + (b x If 6), 


ferner, da (£ofW=0 ist, 
dZ l 


l 


l 


dv 


©in v H x 
dZ 


V* 


(BixtjKx J sin b K x 
bj{l-f(bjfd} 


y t 

Ferner wird e * = 


dy 


sin x 




p x =p 


* -\- e — 2 cos t 
sin b H x cos ($ K t 


*2 


x W{i + (M* • 

worin b x und fi x aus (469) und (471) einzusetzen sind. 


( 472 ) 
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Der Zustand fiir t = 0 ergibt sich aus (467) und (468) fur 

y — OO 



1 

TVs 




l — X 

l 



(473) 






Fig. 237. 


Die Spannungsverteilung stellt sich im ersten Augenblick nach 
MaBgabe der Kapazitaten G und K ein. 
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b) 1st das Ende der Spule geerdet, so ist 


Px= P 


©in v(l — x ) P 


©in W 




(Y) 


Hier wird Z (y) — 0, wenn 
©in vl 


sin vl 


©in v (l — x ) sin v (l — x) 

vj = jbj = jxn, 


— 0 


wo x — 1, 2, 3, usf. Ferner ist Z { 


(0) : 


l X 


r* = +?/#* =+?' 


====== =±j 


b x v 


1 VLCVl-\-n-x*d ~ Vl +{bjfd 


7x 


d!Z_ b„Z{l + (& x Z)^} 

dy 

p x =p 


sin b x x 

CO 

x _ \~r sin frescos 


i 2 Z m{i+(W) 2 <5}J • 


(474) 


(475) 

(476) 

(477) 


worm jetzt b x und fi x nach (475) und (476) einzusetzen sind. 

In Fig. 236 und 237 ist der Ladevorgang nach Gl. 472 und 
477 fur die Zeitpunkte ^ = 0, ^t v § t v t v %t v dargestellt. t t ist die 
Laufzeit der Grundwelle iiber die Leitungslange. Sie ist bei Fig. 236 
fur isoliertes Leitungsende - Periode der Grundfrequenz (^J, bei 
Fig. 237 fur geerdetes Ende | Periode. In diesem Beispiel ist 
<5 = 0,01 angenommen. 

Zum Vergleich sind die unverzerrt (und ungedampft) fort- 
schreitenden Rechteck wellen punktiert eingezeichnet, die dem Grenz- 
fall d — 0 entsprechen. Die Wirkung der gegenseitigen Kapazitat 
zeigt sich im wesentlichen in einer Milderung der steilen Wellen- 
stirn. 
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Maximale Leistung eines Stromkreises 
230 

Maxwell 2, 12, 19, 156, 205, 208, 292. 

Mehrfachleitungen,Konstantenvon205. 
Mehrphasenstrome 99. 
Mehrphasensysteme 96. 

— balancierte 104. 

— symmetrische 100. 

— unsymmetrische, Zerlegung in sym- 
metrische 122. 

— verkettete 101. 

Mehrphasen-Induktionsmotor 176, 239. 
Mehrwellige Strome 72. 

graphische Darstellung 95, 

in Mehrphasensystemen 122. 

Mikrofarad 20. 

Millihenry 12. 

Mittelwert eines einwelligen Stromes 7. 
Moivrescher Satz 31. 

Mollinger 164. 

MultipUkation von Vektoren 30. 

Xichtstationare Stromkreise 292. 
Nulleiter 102. 

Oberwellen eines mehrwelligen Stro- 
mes 72. 

Olschalter -290. 

Olschlager 46. 

Ohmsches Gesetz 15. 

Orlich 126, 211. 

Ortskurven .35, 248. 

Oesanna 244. 

Oszillierende Ladung und Entladung 
eines Kondensators 272, 274. 

Parallelschaltung von Stromkreisen 50. 
Periode 1. 

Periodenzahl 1. 

Period enumformer 174. 

Permeabilitat 12. 

Petersen 291, 309, 316, 329. 

Pfiffner 333. 

PhasenBpannung 102. 
Phasenverschiebung 5. 

Phasenwinkel 2. 

Phasenzahlumformer 174. 
Plattenkondensator 20. 

Polardiagramm einer Leitung 19Q. 
Poyntingscher Satz 293. 

Pupinkabel 197. 
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Quasistationare Stromkreise 252. 

Reaktanz 17. 

Reaktanzspannung 17. 

Reflexion der Welien 297, 306, 320, 326. 
Reflexionsfaktor 307, 321. 
Reflexionsfreie Leitung 196. 
Reihenschaltung von Strom kreisen 40. 
Remanenz 155. 

Resonanz 23, 53. 

— bei mehrwelligen Stromen 93. 

— — eisenhaltigen Drossel spulen 177. 

— — Loitungen 194, 316, 329. 
Resonanztransformator 244. 
Ringschaltung 103. 

Richter 164. 

Rogowski 133, 152, 155, 200, 263. 
Rose 158. 

Rothe 87. 

Rudenberg 216, 325, 332, 337. 

Runge 83. 

Schalter mit Widerstandsstufe 262, 
291, 332. 

Schaltwelle 324. 

Scheinleistung 18. 

Scheinleitwerb 17. 

Soheinwiderstand 17. 

Scheitelfaktor 9. 

— bei mehrwelligen Stromen 89. 
Schleiermacher 84. 

Schliipfung 175. 

Schwingungen, freie 252. 

— auf Lei t ungen 292. 
Sehwingungskreis 24. 

— Verlialten bei mehrwelligen Stro- 
men 93. 

Schwund, magnetisoher 2. 
Spanriungsabfall ainer Leitung 41, 43. 
Spannungsanderung 44, 229. 

— bei Mohrphasenstromen 117. 

Sp anhunga c iiagramm 85. 
Spannungsmesser, magnetisoher 155, 
Spannungsregelung durch Blindstrom 

67. 

Spanmmgssprung ©iner Welle 323. 
Spannnngsvorteilung bei Hangeisola- 
toren 216. 

— bei Spulen 218. 

Spiral endiagramm fur Loitungen 195, 
199. 

Spulen fur hohe Frequenz 218, 344. 
Spulenleitung 220. 

Steinmetz 17, 161, 176. 

Stempunkt 101. 

Stemsehaltung 101, 105. 

— Berechmmg der Strom verteilung 
106. 

Stremmg 133. 

— Messung der, beim Transformator 
138. 


Streuinduktivitat 134. 

Streukoeffizient 133. 

Stromdiagramm 35. 

Stromkreise, zusammengesetzte 58. 

— quasistationare 252. 

— nichtstationare 292. 

Stromresonanz 53. 

Sumpner 49. 

Superposition, Berechnung der Strom- 
verteilung durch 69. 

— der Leistungen 71. 

— allgemeine Gleichungen 226. 
Suszeptanz 18. 

Swinburne 49. 

Symbolische Darstellung von Wechsel- 
stromen 29. 

Ausgleichstromen 277. 

Teilkapazitaten 208. 

Thomson, W. 196, 340. 

— J. J. 162 . 

Thomsonscher Sehwingungskreis 24. 
Transformator, Luft- 135. 

— mit Eisen 165. 

— Resonanz- 244. 

— allgemeiner 176. 

— Einschalten des 260. 

— Ausgleiohsvorgange beim 284. 

Uberspannungen 180. 
Umlaufspannung, elektrisohe 2. 

— magnetische 11. 

Unbalanoierte Mehrphasensysteme 104. 

Vektoren, Darstellung von einwelligen 
Stromen durch 26. 

— Addition und Subtraktion von 29. 

— Differentialquotient und Zeitinte- 
gral 31. 

— • Drehung von 29. 

Vektordiagramm eines Transformators 
137, 165. 

— einar Leitung 190, 195, 199. 
Verkettete Mehrphasensysteme 101. 
Verlustziffer 163. 

VersehiebungsfluB 19. 

Verzerrmigsfreie Leitung 198. 
Verzerrte Welien 340. 

Wagner, K. W. 220, 223, 279, 844. 
Waltz 63. 

Weehselinduktivitat 180. 
Wechselstromwiderstand 148. 

Welien, ebene elektromagnetische 293. 

— fortsehreitend© 187, 295. 

— stehende 198. 

— Fortpflanzungsgesohwindigkeit der 
187, 296. 

Wellenlange 186. 

Wellenstirn 323. 
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Wellenwiderstand 187, 296. 
Wheatstonesche Briioke 59. 
Widerstandserhohung 148. 
Widerstandsschalter 262, 291, 832. 
WinkelmaB 187. 

Wirbelstrome 158. 

— Stromwarme der 161. 
Wirkungsgrad 232. 

Wirkleistung 18. 

Wirkleitwert 18. 

Wirkspanmmg 17. 

Wirkstrom 17. 

Wirkwiderstand 17. 


Zeitintegral eines Vektors 31. 
Zeitkonstante 254. 

Zeitlinie 26. 

Zerlegung eines mehrwelligen Stromes 
74. 

— eines unsymmetrischenMehrphasen- 
systems 120. 

Zusammengesetzte Stromkreise 58. 
Zweiphasensystem 101. 
Zweiphasen-Dreileitersystem 118. 
Zyklisehe Magnetisierung 155. 
Zylinderkondensator 21. 
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